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第 2 版 前 言 


书 从 2007 年 出 版 后 ， 编 者 听取 了 兄弟 院 校 教师 和 读者 的 意见 ， 对 它 进 行 了 修改 。 
订正 了 初版 的 若干 错误 与 不 妥 之 处 ， 改 写 了 个 别 章节 ， 增 删 了 某 些 习 题 。 各 章 都 增 
例 部 分 ， 补 充 了 相关 知识 的 发 展 历史 及 其 在 日 常生 活 和 工程 实际 中 的 应 用 等 内 容 ， 
加 适应 当前 应 用 型 本 科 院 校 教学 的 需要 。 

着 力 体现 当前 应 用 型 本 科教 学 改革 的 特点 ,突出 针对 性 、 适 用 性 和 实用 性 ， 以 及 
技能 、 素 质 的 培养 。 编 者 力图 通过 本 书 ， 重 点 培养 读者 两 方面 的 能 力 : 对 工程 对 象 
立 力学 模型 的 能 力 ， 对 力学 模型 进行 静 力学 、 运动 学 与 动力 党 (瞬时 或 过 程 ) 分 析 的 
编写 时 精 选 内 容 ， 简 化 公式 推导 ,理论 联系 实际 ， 注重 工程 应 用 ， 文字 简洁 ， 叙 述 
出 ， 通 俗 易 懂 ， 图 文 配合 紧密 。 每 章 末 附 有 习题 方便 读者 自学 

B 静 力学 和 动力 学 部 分 新 增 的 引 例 部 分 由 刘 军 拢 荡 ， 运 动 学 的 引 例 部 分 和 习题 部 分 
内 容 由 盛 冬 发 完成 。 全 书 文句 的 修改 由 刘 军 负责 ， 最 后 由 盛 冬 发 对 全 书 进行 校 阅 。 
方便 使 用 本 书 的 教师 教学 ， 本 书 提供 电子 课件 和 课 后 习题 的 参考 答案 ， 如 有 需要 ， 
出 版 社 网 站 http: //www. pup6. com 下 载 。 

$ 虽 经 修改 ， 但 由 于 编者 水 平 所 限 ， 不 足 之 处 仍 在 包 难 免 ， 衷心 地 和 希望 广大 读者 批 
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ES 2013 年 7 月 于 昆明 


第 1 版 前 言 


本 书 是 按照 教育 部 关于 工科 理论 力学 的 教学 基本 要 求 编写 的 。 全 书 分 为 三 篇 : 静 力 

学 、 运 动 学 和 动力 学 。 静 力学 部 分 主要 讲述 物体 受 力 分 析 的 方法 和 力 系 的 简化 与 平衡 ， 运 
学 部 分 主要 从 几何 的 观点 论述 质点 和 刚体 的 运动 规律 ; 动力 学 部 分 讨论 物体 的 运动 及 其 

受 力 的 关系 。 全 书 内 容 涵盖 了 理论 力学 课程 的 基本 要 求 ， 共 14 章 , 内 容 包 括 绪 论 、 静 力 
学 公理 及 物体 受 力 分 析 、 平 面 汇 交 力 系 和 力 偶 系 、 平 面 任意 力 系 、 空 间 力 系 、 摩 擦 、 运 动 
学 基础 、 点 的 合成 运动 、 刚 体 平面 运动 概述 和 运动 分 解 、 质 点 动力 学 的 基本 方程 、 动 量 定 
理 、 动 量 矩 定理 、 动 能 定理 、 达 朗 贝 尔 原理 、 虚 位 移 原理 。 [人 

本 书 是 编者 多 年 教学 工作 的 经 验 总 结 。 理论 力学 是 工科 闫 专业 一 门 重要 的 专业 基础 
课 。 由 于 它 的 理论 性 强 ， 人 逻辑 严密 ,使 得 学 生 在 学 : 习 本 课程 时 感觉 有 一 定 的 难度 ， 因 而 在 
编写 本 书 的 过 程 中 ， 强 调 基 础 知识 ， 注 意 由 浅 入 深 `， 遵 福生 概念 到 理论 的 过 程 。 为 了 使 学 
生 更 好 地 掌握 本 书 的 基本 知识 ， 每 章 后 面 都 安排 江淮 量 的 概念 是 包括 填空 题 、 判 断 题 和 
选择 题 。 这 些 习 题 的 安排 注重 基础 性 ， 同时 又 不 普遍 性 、 典 型 性 和 新 颖 性 。 学 生 通过 练 
习 这 些 基本 概念 题 ， 可 以 及 时 巩固 学 过 理解 书 中 的 基本 概念 和 定理 。 各 章 后 面 安 
E 了 适当 的 计算 题 (书后 附 有 部 和 分 计算 题 答 案 )， 学 生 通 过 练习 ,巩固 学 过 的 内 容 ， 同 时 提 
高 应 用 知识 解决 实际 问题 的 能 办 。 > 一 

本 书 的 编写 3 得 到 福建 工程 学 院 力学 教研 室 老师 的 支持 待 别 是 曾 绍 锋 老 师 在 繁 人 的 工 

:中 抽空 对 部 分 章节 进行 了 修改 。 本 书 由 福州 大 学 陈 乐 生 教授 审阅 ， 他 们 对 本 书 内 容 提 出 
了 许多 宝贵 意见 ， 在 此 一 并 表示 感谢 。 es 
本 书 编写 分 工 如 下 : 第 1、 2 章 由 李 年 平 编写 ; 第 3 章 由 件 春燕 编写 ; 第 4、5、6、8、 
10、13 章 由 感 立 发 编写 ; 第 7 章 由 姚 金 阶 编写 ; 第 9 章 由 王 金 和 编写 ; 第 11、12 章 由 同 
小 青 编写 ; 第 14 章 由 崔 玮 编写 。 本 书 由 盛 冬 发 教授 和 闫 小 青 副 教授 任 主编 。 

本 书 可 以 作为 50 一 80 学 时 的 理论 力学 课程 教学 用 书 ， 也 可 以 作为 工程 力学 课程 中 理 
论 力学 部 分 的 教学 教材 ， 还 可 作为 相关 专业 的 电大 、 夜 大 和 函授 的 自学 教材 ， 也 可 供 其 他 
专业 的 学 生 和 技术 人 员 人 参考 。 

由 于 编者 水 平 所 限 ， 书 中 难免 存在 不 妥 之 处 ， 敬 请 读者 批评 指正 。 
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绪论 


一 、 理 论 力学 的 研究 对 象 和 内 容 


理论 力学 是 研究 物体 机 械 运 动 一 般 规律 的 科学 。 

物体 在 空间 的 位 轩 随 时 间 而 改变 ， 称 为 机 械 运 动 。 机 械 运 动 是 人 们 生活 和 生产 实 让 中 

常见 的 一 种 运动 。 平 衡 是 机 械 运 动 的 特殊 情况 。 

本 课程 研究 的 内 容 是 速度 远 小 于 光速 的 宏观 物体 的 机 械 和 运动 它 以 个 利 略 和 牛顿 总 结 
的 基本 定律 为 基础 ， 届 于 古典 力学 的 范畴 。 至 于 速度 接近 宁 光 速 的 物体 和 基本 粒子 的 运 
动 ， 则 超出 了 理论 力学 的 研究 范围 ， 必须 用 相对 论 和 名 为 学 的 观点 来 加 以 解 玫 。 

本 课程 主要 研究 以 下 三 个 方面 的 内 容 。 

者 力学 一 主要 对 物体 进行 肥力 分 析 ， 对 各 种 万 二 行 简化 ， ce 

运动 学 一 一 只 从 几何 上 来 研究 物体 (把 或 刚体 ) 的 运动 (如 轨迹 、 速 度 、 加 速度 等 )， 古 
不 考虑 引起 物体 运动 的 物理 因素 。 全 

力学 研究 物体 的 运动 避 人 和 忻 体 上 上 的 沪 之 局， 系 。 


二 、 研 究 方法 


科学 的 认识 过 程 符 各 辩证 蕉 物 主义 的 认识 论 : 通论 广 学 也 必须 遵循 这 个 正确 的 认识 规律 。 

首先 ， 通过 观察 生活 和 生产 实 中 中 的 各 种 现象 ， 进 行 多 次 的 科学 实验 ， 经 过 分 析 总 
结 ， 得 到 力学 最 基本 的 规律 。 

其 次 ， 在 基本 规律 的 基础 上 ， 建 立 力学 模型 ， 形 成 概念 ， 然 后 经 过 迎 辑 推理 和 数学 演 
绎 ,建立 理论 体系 。 
最 后 ， 将 理论 力学 的 理论 用 于 实践 ， 用 实践 来 验证 并 发 展 理论 力学 体系 。 


、 学 习 目的 


理论 力学 是 一 门 理论 性 较 强 的 专业 基础 课 。 学 习 理 论 力学 有 如 下 目的 。 

首先 ,工程 专业 都 要 接触 机 械 运动 问题 。 在 这 些 问题 中 ， 有 些 工程 问题 可 以 直接 应 
理论 力学 的 基本 理论 去 解决 ， 有 些 比较 复杂 的 问题 需要 用 理论 力学 和 其 他 专门 知识 来 共同 
解决 。 学 习 理 论 力学 是 为 解决 工程 问题 打下 一 定 的 基础 。 

其 次 ， 理 论 力学 课程 是 许多 专业 后 续 课 程 ， 如 材料 力学 、 机 械 原理 、 机 械 设 计 、 结 构 
力学 、 弹 塑性 力学 、 流 体力 学 、 飞 行 力学 、 振 动 理论 等 课程 的 重要 基础 。 

最 后 ， 理 论 力学 的 研究 方法 与 其 他 学 科 的 研究 方法 有 不 少 相 同 之 处 。 理 解 理论 力学 的 
研究 方法 ， 不仅 可 以 深入 地 掌握 这 门 学 科 ， 而 且 有 助 于 学 习 其 他 科学 技术 理论 ， 有 助 于 培 
养 辩证 唯物 主义 世界 观 ， 掌握 科学 的 思维 方法 .培养 正确 地 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 
为 今后 解决 生产 实际 问题 ， 从 事 科 学 研究 工作 打下 基础 。 



























































第 一 篇 
静 力 学 部 分 
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静 力 学 公理 及 物体 的 受 力 分 析 
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能 正 靖 地 画 出 物体 的 受 力图 





正确 画 物 体 受 力图 的 步骤 
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其 有 信条 他 


力学 是 什么 ? 力学 是 物理 、 化 学 和 工程 的 根本 。 力 学 对 科学 和 技术 的 贡献 是 巨大 
的 。 可 是 要 对 一 个 个 具体 的 力学 方面 的 成 果 进 行 估价 ， 却 是 很 困难 的 。 璧 如 评价 稻米 
你 可 以 对 它 的 果实 定价 ,说 一 斤 (1 斤 二 0.5 千克 ) 米 几 元 钱 。 稻 的 杆 是 稻草 ， 也 可 以 说 
一 捆 稻 草 几 角 钱 。 那 么 ， 根 呢 ? 它 长 在 泥土 里 。 稻 子 审 了 ， 根 可 没 人 要 ， 只 好 翻转 来 ， 
让 它 烂 掉 ， 做 下 一 代 的 养料 。 力 学 对 于 工程 就 像 是 根 ， 它 的 作用 就 是 给 技术 输送 养料 ， 
使 新 的 技术 发 芽 、 生 长 ， 结 出 果实 。 可 是 它 本 身 却 卖 不 出 钱 来 。 力 学 对 于 科技 的 作用 
又 有 点 像 普天 下 的 母亲 ， 孕 育 子 女 ， 这 是 不 能 用 价格 来 衡量 的 。 

力学 是 研究 物质 机 械 运 动 规律 的 科学 。 什 么 是 物体 的 机 械 运动 呢 ? 一 般 地 说 机 械 运 
eh tp aa ge 转动 流动 和 变形 ， 也 包括 
静止 (静止 是 运动 的 一 种 特殊 情况 ) 。 ”在 英语 中 称 为 ihchianits， 有 机 械 和 工具 的 
意义 ; 汉语 中 的 Pe 已 没有 机 名 的 意义 了 。 

人 们 对 力 的 认识 ， 最 初 是 与 人 们 在 劳动 中 的 推手 讨 等 活动 中 的 肌肉 紧张、 疲劳 
的 主观 感觉 联系 在 一 起 的 ， 随后 又 由 实践 和 推理 ;逐渐 认识 到 物体 之 间 也 存在 力 的 
作用 。 

a. 我 国有 位 可 时 江 的 著名 学 者 ， 他 有 一 部 有 名 的 著作 ， 

做 《 墨 经 )。 他 指出 ; “ 力 ， 刑 之 所 砍刀 中 -这 里 ， “ 刑 ” 同 “ 形 ”， 指 人 体 或 物体 ， 下 
“ 奋 ” 5 由 慢 到 快 的 过 程 。 由 此 可 见 1 墨家 已 将 力 与 运动 联系 起 来 
5 并 初步 认识 到 力 是 使 牧 傈 运动 状态 发 生变 化 的 原 加 注 从 认识 与 后 来 牛顿 (1642 一 
1727) 在 他 的 名 著 《 自 然 着 学 的 才学 原理 ) 中 总 结 拆 为 汪 第 二 定律 是 相 吻合 的 。 

静 力 学 是 从 公元 前 夺 世 纪 开 始 发 展 ， 到 公元 16 世纪 伽利略 黄 定 动力 学 基础 为 止 
这 期 间 因 农业 、 建筑 业 的 要 求 ， 以 及 同 贸 荔 发 展 有 关 的 精密 衡量 的 需要 ， 推动 了 力学 的 
发 展 。 阿 基 米 穗 ( 约 公元 前 287 一 公元 前 和 12) 被 认为 是 静 力学 英 基 人 之 一 。 在 他 的 关于 
平面 图 形 的 平 淆 和 重心 的 著作 中 ， 创立 了 杠杆 理论 ， 并 且 为 静 力学 的 主要 原理 黄 定 了 基 
础 。 著 名 的 意大利 艺术 家 、 物 理学 家 和 工程 师 达 。 芬 奇 (1452 一 1519) 应 用 力矩 法 解释 了 
滑轮 的 工作 原理 ， 应 用 虚 位 移 原 理 的 概念 来 分 析 起 重 机 构 中 的 滑轮 和 杠杆 系统 。 荷 兰 
理学 家 斯 蒂 文 (1548 一 1620) 于 1586 年 出 版 了 《 静 力 学 原理 )， 论 证 了 力 合成 的 平行 四 边 
形 法 则 ， 对 力 的 分 解 、 合 成 与 平衡 进行 了 比较 系统 的 认识 。 法 国力 学 家 伐 里 农 (1654 一 
1722) 在 1687 年 出 版 的 著作 《新 力学 大 岗 》 中 ， 第 一 个 对 力矩 的 概念 和 运算 规则 做 出 科 
学 的 说 明 ， 静 力学 才 真 正 完备 起 来 。 法 国力 学 家 潘 索 (1777 一 1859) 发 展 了 几何 静 力学 ， 
于 1803 年 写成 《 静 力学 原理 》， 首 次 提出 力 偶 的 概念 ， 提 出 了 任意 力 系 的 简化 和 平衡 理 
论 、 约 束 的 定义 以 及 解除 约束 原理 ,从 而 建立 了 静 力 学 的 体系 。 

万 丈 高 楼 平地 起 ,世界 上 任何 一 种 建筑 物 、 结 构 、 机 械 都 是 在 基础 上 建成 的 , 而 这 
种 基础 就 是 力学 中 的 约束 。 但 实际 结构 是 很 复杂 的 ， 完 全 按照 结构 的 实际 工作 状态 进行 
力学 分 析 是 不 可 能 的 ， 也 是 不 必要 的 。 因 此 ， 对 实际 结构 进行 力学 计算 以 前 ,必须 加 以 
简化 。 简 化 遵循 的 原则 是 : 结构 应 能 反映 实际 结构 的 受 力 和 变形 性 能 ; 同时 又 要 方便 计 
算 ， 即 保留 主要 因素 ， 略 去 次 要 因素 。 本 章 讨论 的 约束 就 是 将 工程 的 实际 支撑 情况 进行 
简化 ， 它 为 后 续 章节 提供 了 必要 的 力学 分 析 平 台 。 








学 完 本 章 后 ， 你 也 可 以 将 下 列 一 些 图 示 支 座 进行 合理 的 简化 。 


钢板 固定 座 


鸟巢 支 座 (1) 





乌 共 支 座 (2)” 





1.1 静 力 学 的 基本 概念 


静 力学 研究 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 规律 。 它 包括 物体 的 受 力 分 析 、 力 系 简化 、 各 种 
力 系 的 平衡 条 件 等 内 容 。 在 工程 中 ,平衡 是 指 物体 相对 
动 ， 是 物体 机 械 运动 的 一 种 特殊 情况 。 

力 系 是 指 作用 在 物体 上 的 一 群 力 。 在 保持 力 系 对 物体 作用 效果 不 变 的 条 件 下 ， 用 另 一 
个 力 系 代替 原 力 系 ， 称 为 力 系 的 等 效 替 换 。 这 两 个 力 系 互 为 等 效力 系 。 若 一 个 力 与 一 个 力 




















系 等 效 ， 则 称 此 力 为 该 力 系 的 合力 ， 而 该 力 系 的 各 力 称 为 此 力 的 分 力 。 
一 个 简单 力 系 等 效 替 换 一 个 复杂 力 系 ， 称 为 力 系 的 简化 。 通 过 力 系 的 简化 可 以 容易 




















于 地 面 保持 静止 或 做 匀速 直线 运 


























地 了 解 力 系 对 物体 总 的 作用 效果 。 在 一 般 情况 下 ,物体 在 力 系 的 作用 下 未 必 处 于 平衡 状 
态 ， 只 有 当 作用 在 物体 上 的 力 系 满足 一 定 的 条 件 时 ， 物 体 才 能 平衡 。 物体 平 衡 时 作用 在 物 




















体 上 的 力 系 所 满足 的 条 件 。 称 为 力 系 的 平衡 条 件 。 满 足 习 
系 的 简化 是 建立 平衡 条 件 的 基础 。 寺 





系 简化 方法 在 动力 学 



































F 衡 条 件 的 力 系 称 为 平衡 力 系 。 力 




















EF 衡 力 系 可 以 简化 , 
bh 也 得 到 了 应 用 。 








E 平 衡 力 系 也 可 以 简化 。 因 此 ,， 力 
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凡 对 牛顿 运动 定律 成 立 的 参考 系 称 为 惯性 参考 系 ， 工程 中 一 般 可 以 把 固 结 在 地 球 上 或 
相对 地 球 做 匀速 直线 运动 的 参考 系 看 做 惯性 参考 系 。 


1.1.1 刚体 


所 谓 刚体 是 指 在 任意 力 (或 力 系 ) 作 用 下 不 变形 的 物体 。 其 特点 表现 为 物体 受 力 后 内 部 任 
意 两 点 的 距离 始终 保持 不 变 。 这 是 一 种 理想 化 的 力学 模型 。 实 际 上 ， 物体 受 力 后 均 会 产生 不 
同 程度 的 变形 。 但 当 变 形 十 分 微小 ， 对 所 研究 的 问题 不 起 主要 作用 时 ,可 以 略 去 不 计 ， 这 样 
可 使 问题 大 为 简化 。 在 静 力 学 中 ,所 研究 的 物体 只 限于 刚体 ， 故 又 称 为 刚体 静 力 学 。 


于 沙 


力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作 用 ， 这 种 作用 对 物体 产生 两 种 效应 , 即 引 起 物体 机 械 运动 状 
态 的 变化 和 使 物体 产生 变形 ， 前 者 称 为 力 的 外 效应 或 运动 效应 ”后 者 称 为 力 的 内 效应 或 变 
形 效 应 。 物 体 对 物体 的 施 力 方式 有 两 种 :一 种 是 通过 物体 间 的 直接 接触 而 施 力 ; 另 一 种 是 
通过 力 场 对 物体 施 力 。 AN 

实践 表明 ， 力 对 物体 的 作用 效果 取决 于 力 的 大 水 、 益 而 和 作用 点 三 个 要 素 ， 简称 力 的 
三 要 素 。 力 的 大 小 指 物体 之 问 机 械 作用 的 强度 。 在 国际 单位 制 中 ， 力 的 单位 是 牛顿 (N) 或 
千 牛顿 (kN) 。 力 的 方向 表示 物体 的 机 械 作用 有 共有 方向 性 。 力 的 方向 包括 力 的 作用 线 方位 
和 力 沿 作用 线 的 指向 。 力 的 作用 点 是 指 物体 间 机 械 作用 的 位 置 。 物 体 相互 接触 发 生机 械 作 
用 时 ， 力 总 是 分 布 在 一 定 的 面 上 。* 如 果 为 作用 的 面积 较 大 ,这 种 力 称 为 分 布 力 。 反 之 ， 如 
果 力 作用 的 面积 很 小 ， 可 以 近似 地 看 成 作用 在 一 个 点 上 ”这 种 力 称 为 集中 力 ， 此 点 称 为 力 
的 作用 点 。 通 过 力 的 作用 点 表示 力 的 方位 的 直线 称 为 力 的 作用 线 。 
- 力 的 三 要 素 表明 力 是 矢量 ， 且 为 定位 矢量 。 它 可 以 用 一 条 
具有 方向 的 线段 表示 如 图 1.1 所 示 ， 线 段 的 长 度 按 一 定 的 比 
例 尺 表示 力 的 大 小 一 箭头 的 指向 表示 力 的 方向 ， 线 段 的 起 点 (或 
终点 ) 表 示 力 的 作用 点 ， 而 与 线段 重合 的 直线 表示 力 的 作用 线 。 
本 书 中 矢量 的 符号 用 粗 斜体 表示 ， 如 图 1.1 中 作用 于 A 点 的 力 
用 矢量 下 表示 。 
























1.2 静 力 学 公理 


静 力 学 公理 是 人 们 关于 力 的 基本 性 质 的 概括 和 总 结 ， 它 们 是 静 力 学 理论 的 基础 。 公 理 
是 人 们 在 生活 和 生产 活动 中 长 期 积累 的 经 验 总 结 ， 又 经 过 实践 的 反复 检验 ,证 明 是 符合 客 
观 实际 的 最 普遍 、 最 一 般 的 规律 。 
公理 1 力 的 平行 四 边 形 法 则 
作用 在 物体 上 同一 点 的 两 个 力 ， 可 以 合成 为 一 个 合力 。 合 力 的 作用 点 也 在 该 点 ,合力 
的 大 小 和 方向 由 这 两 个 力 为 边 构 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 ， 如 图 1.2(a) 所 示 。 或 者 
说 ， 合 力 矢 等 于 两 个 分 力 矢 的 矢量 和 ， 即 
Fr=F+F;, (一 
力 的 平行 四 边 形 法 则 表明 了 最 简单 力 系 的 简化 规律 ， 它 是 复杂 力 系 简化 的 基础 。 力 的 
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平行 四 边 形 也 可 演变 成 为 力 的 三 角形 ， 由 它 能 更 简便 地 确定 合力 的 大 小 和 方向 ， 如 图 1.2 
(b) 或 图 1. 2(c) 所 示 ， 而 合力 作用 点 仍 在 汇 交点 A。 

















{b) (©) 
图 1.2 力 的 平行 四 边 形 法 则 


公理 2 二 力 平衡 公理 

作用 在 同一 刚体 上 的 两 个 力 使 刚体 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 和 这 两 个 力 大 小 相等 、 方向 
相反 ， 且 作用 在 同一 条 直线 上 。 如 图 1. 3 所 示 的 刚体 在 力 .信和 ,已 作用 下 平衡 ， 则 有 = 
—F,。 \ 

该 公理 给 出 了 作用 在 刚体 上 的 最 简单 的 力 系 平衡 时 所 必 
须 满足 的 条 件 ， 它 是 以 后 推 证 平衡 条 件 的 基础 ~“ 这 个 条 件 对 
于 刚体 是 充分 必要 的 ， 对 于 变形 体 只 是 必要 而 不 是 充分 的 。 

只 在 两 个 力作 用 下 平衡 的 构件 ， ee 








作用 点 的 连 线 ， 且 等 值 、 反 向 |。 二 > 
杆 。 例 如 ， 不 考虑 自重 而 只 1 直 商 器 受 有 的 来 反 力 再 和 图 1.3 二 力 平衡 公理 





公理 3 加 减 平衡 力 素 公理 

在 同一 刚体 马 知 为 系 上 加 上 或 减 去 信号 宙 平衡 力 系 ， 并 不 会 改变 原 力 系 对 刚体 的 作用 
效果 。 该 公理 提供 了 了 力 系 简 化 的 重要 理论 基础 。 

根据 公理 3 可 以 导出 下 列 推论 。 

推论 1 力 的 可 传 性 原理 

作用 在 同一 刚体 上 的 力 ， 可 以 沿 其 作用 线 移 到 刚体 内 任意 一 点 ， 而 不 改变 该 力 对 刚体 
的 作用 效果 。 

证 明 : 如 图 1.4(a) 所 示 的 刚体 ， 在 点 A 受 力 下 作用 。 若 在 力 下 的 作用 线 上 任 一 点 也 
加 上 一 平衡 力 系 F'、F”,， 且 使 Fr= 一 F' 二 FF， 如 图 1.4(b) 所 示 。 由 于 FF 与 F' 构 成 一 平衡 
力 系 ， 将 此 平衡 力 系 去 掉 后 ,可 得 到 作用 于 B 点 的 力 F"， 如 图 1.4(c) 所 示 。 由 于 FF= 


三 FE" 






































(a) (wb) (ec) 


图 1.4 力 的 可 传 性 原理 
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所 以 原作 用 于 A 点 的 力 F 可 以 沿 其 作用 线 移 到 B 点 。 推 论证 毕 。 
由 此 可 见 ， 作 用 在 刚体 上 的 力 的 三 要 素 可 表示 为 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 作 用 于 刚 
体 上 的 力 可 以 沿 着 作用 线 移 动 ， 这 种 矢量 称 为 滑动 失 量 。 
推论 2 三 力 平衡 汇 交 定理 
当 刚体 在 三 个 力作 用 下 处 于 平衡 时 ， 若 其 中 任何 两 个 力 的 作用 线 相交 于 一 点 ， 则 第 三 
en 
: 设 有 三 个 互相 平衡 的 力 丽 、F,。、F; 分 别 作 上 
he :个 点 A、B、C， 如 图 1.5 所 示 。 已 知 F, 和 
F, 的 作用 线 交 于 点 O， 根 据 力 的 可 传 性 ,将 力 FI 和 F; 移 
: 到 汇 交 点 O。 根 据 力 的 平行 四 边 形 法 则 ,得 F, 和 F; 的 合 
A 力 Fs， 则 Fs 应 与 Fi 平衡。 由 于 两 力 平衡 必须 共 线 ， 所 
以 ， 力 F, 必定 与 力 Fl 和 F,, 共 面 ; 且 通 过 力 F 和 F, 的 
汇 交点 O。 推 论证 毕 。 
三 力 平衡 汇 交 定 : 理 说 明了 不 平行 的 三 个 力 平衡 的 必要 条 伸 。 在 画 物 体 的 受 力图 时 ， 若 
已 知 两 个 力 的 作用 线 ， 可 用 此 定理 来 确定 第 三 个 力 的 帮 用 线 的 方位 。 但 是 ,值得 注意 的 
是 ,三 力 汇 交 是 刚体 平衡 的 必要 条 件 ， 但 非 太 分 并 好 | 
公理 4 作用 与 反作用 公理 
作用 力 和 反作用 力 总 是 同时 存在 大 四 柏 等 、 方 向 相反 ， 沿 同一 直线 分 别 作 用 在 两 个 
相互 作用 的 物体 上 。 由 于 作用 力 和 反作用 力 分 别 作用 在 两 个 不 同 的 物体 上 ， 这 两 个 力 并 不 
能 构成 平衡 力 系 ， 所 以 必须 把 作用 与 反作用 公理 与 二 力 平衡 公理 区 别 开 来 。 
这 个 公理 概括 了 自然 界 物体 间 相 互 作用 的 关系 , 它 表 明 作 用 力 与 反作用 力 总 是 成 对 出 
现 。 在 潮 辣 个 相 三 作 肝 的 网 作 外 划 迁 生 要 兴 分 析 寻 ,区 估 注入 该 公 更。 
公理 5 刚 化 原理 
变形 体 在 某 - 方 宁 作用 下 处 于 平衡 状 二 如 把 此 变形 体 刚 化 为 刚体 ， 则 平衡 状态 保持 
不 变 。 
这 个 原理 提供 了 把 变形 体 抽象 成 刚体 的 条 件 。 建立 了 刚体 力学 与 变形 体力 学 的 联系 。 刚 
体 的 平衡 条 件 对 变形 体 来 说 只 是 必要 的 ,而 不 是 充分 的 。 例 如 ， 如 图 1. 6(a) 所 示 的 刚性 杆 在 
两 个 等 值 反 向 的 拉力 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 若 将 其 变 为 绳索 ， 则 平衡 状态 保持 不 变 ， 但 对 刚 
性 杆 受 两 个 等 值 反 向 压力 作用 而 平衡 时 ， 如 果 将 该 刚性 杆 变 为 绳索 ， 则 不 能 保持 平衡 状态 


仿 。 
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图 1.5 三 力 平衡 汇 交 定理 
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图 1.6 刚 化 原理 


1.3 约束 与 约束 反 力 


凡 位 移 不 受 任何 限制 可 以 在 空间 作 任 意 运动 的 物体 称 为 自由 体 ， 如 空中 飞行 的 飞机 、 








炮弹 和 火箭 等 。 相 反 ， 有 些 物 体 在 空间 的 位 移 受 到 一 定 的 限制 。 例 如 ， 机 车 受 轨道 的 限 


制 ， 


只 能 沿 轨道 运动 ; 电机 转子 受 轴承 的 限制 ， 只 能 绕 轴线 转动 ; 重 物 由 钢 索 吊 住 ， 不 能 


落地 ， 等 等 。 这 种 在 空间 某 些 方向 的 位 移 受 到 限制 的 物体 称 为 非 自 由 体 。 


所 谓 约束 是 指 对 非 自由 体 的 某 些 位 移 起 限制 作用 的 周围 物体 。 约束 通常 是 通过 与 被 约 


束 体 之 间 相 互 连 接 或 直接 接触 而 形成 的 。 钢 轨 是 机 车 的 约束 ， 轴 承 是 轴 的 约束 ， 钢 索 是 重 
物 的 约束 。 这 些 约束 分 别 阻碍 了 被 约束 物体 沿 着 某 些 方向 的 运动 。 


约束 作用 于 被 约束 物体 上 的 力 称 为 约束 反 力 ， 正 是 约束 反 力 阻碍 物体 沿 某 些 方向 运 





动 。 在 静 力 学 中 ， 对 于 约束 反 力 和 物体 受到 的 其 他 已 知 力 ( 称 为 主动 力 ) 组 成 的 平衡 力 系 ， 


村 





主要 分 析 ， 计 算 约 束 反 力 的 大 小 和 方向 。 约 束 反 力 的 方向 总 是 与 约束 所 能 阻止 的 运动 方向 
反 ， 这 是 确定 约束 反 力 方向 的 准则 ; 至 于 约束 反 力 的 大 小 ， 在 静 力学 中 可 由 静 力 平衡 条 
件 确定 。 在 工程 实际 中 ,物体 间 连接 方式 很 复杂 ， 为 分 析 和 人 解决 实际 力学 问题 ， 必 须 将 物 








体 间 各 种 复杂 的 连接 方 式 搞 象 化 为 几 种 由 型 的 约束 模 曹 。 


下 面 介绍 工程 中 常见 的 几 种 典型 的 约束 模型 ， 并 根据 窑 和 的 构造 特点 和 性 质 ， 分 析 约 














束 反 力 的 作用 点 和 方向 。 
1.3.1 柔性 体 约束 





胶带 、 强 索 、 传 动 带 、 链 条 等 均 属于 柔性 体 约束 ( 柔 索 约束 )。 理 想 化 的 柔 索 柔软 而 不 


可 伸 长 ， 忽 略 其 刚性 。 在 不 计 自 重 的 条 件 下 ,这 类 约束 的 特点 是 只 能 承受 拉力 ， 不 能 承受 


压力 ， 


因而 只 能 限制 物体 沿 着 柔性 体 伟 发 方向 的 运动 。 所 以 柔性 体 的 约束 反 力 作用 在 接触 


点 ， 方 向 沿 柔 索 ， 背 离 物体 ， 恒 为 拉力 。 


.700 四 机 有 中 大 玉生 力 都 通过 它们 与 吊 钧 的 


连接 点 ， 省 各 全 宁 的 人 人 2 本 册 吕 的 。 吊 钩 和 主轴 的 受 力图 如 图 1. 7(b) 和 图 1. 7(c) 所 示 。 





(b) (©) 
图 1.7 吊 钩 和 主轴 的 受 力图 
如 图 1. 8 所 示 的 带 传动 机 构 ， 带 给 带 轮 的 约束 反 力 沿 着 带 方向 ， 背 离 带 轮 ， 人 恒 为 拉 

















{a) (b) 


图 1.8 带 传动 机 构 受 力图 
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力 。 图 1.8 中 下 与 下 ， 瑟 与 形 分 别 是 作用 与 反作用 力 。 应 该 注意 : 两 边 的 带 拉力 F， 和 





已 CFI 和 Fs) 大 小 通常 并 不 相同 。 





1.3.2 光滑 接触 面 约束 


光滑 接触 表面 的 约束 反 力 作用 在 接触 点 上 ， 方 向 沿 接触 表面 的 公法 线 ， 指 向 被 约束 提 
物体 ， 便 为 压力 。 光 滑 接触 面 的 反 力 又 称 法 向 反 力 。 

图 1.9 所 示 为 各 种 光滑 接触 面 约束 。 图 1. 9(a) 是 重量 为 G 的 物 块 A 放 在 光滑 的 水 习 
地 面 上 ， 地面 对 物 块 的 约束 反 力 可 简化 为 Fss; 图 1.9(b) 是 重量 为 G 的 球 B 放 在 光滑 昌 
凹 槽 内 ， 四 槽 对 球 的 约束 反 力 为 Fws; 图 1.9(c) 是 两 个 互相 吐 合 的 轮 齿 ,不 计 齿 面 之 间 提 
摩擦 ， 右 齿 对 左 齿 C 的 约束 反 力 为 Fsc。 各 图 中 的 约束 反 力 均 为 光滑 接触 面 的 约束 反 力 


恒 为 压力 。 Py, 
[9 6 AS 
Fv A 
(a) NN (b) Fw 





1.9 各 种 光滑 接触 面 约束 


1.3.3 光滑 铵 链 约束 


的 


区 





的 
败 





铵 链 是 工程 结构 和 机 械 中 通常 用 来 连接 构件 或 零 部 件 的 一 种 结构 形式 ， 指 两 个 带 有 














孔 的 物体 ， 用 光滑 圆柱 形 销 钉 连 接 。 这 类 约束 的 特点 是 只 能 限制 物体 任意 径 向 移动 ,不 能 
限制 物体 绕 圆 柱 销 轴线 的 转动 和 平行 于 圆柱 轴线 的 移动 ， 因 此 又 称 圆柱 铵 链 约束 。 一 般 根 


























据 被 连接 物体 的 形状 、 位 置 及 作用 ， 光 滑 铵 链 约 束 分 为 以 下 几 种 形式 。 
1. 中 间 匀 链 








中 间 匀 链 的 结构 如 图 1. 10(a) 、(b) 所 示 。1、2 分 别 是 两 个 带 圆 孔 构 件 ， 将 圆柱 形 销 


钉 穿 人 构件 1 和 2 的 圆 孔 中 ， 构 成 中 间 铵 链 ， 结构 简 图 如 图 1. 10(b) 所 示 。 由 于 销 钉 与 构 
件 的 圆 孔 表 面 都 是 光滑 的 ， 两 者 之 间 总 有 缝隙 ， 只 能 产生 局 部 接触 ， 其 本 质 上 是 光滑 面 约 
束 ， 那么 销 钉 对 构件 的 约束 反 力 应 通过 构件 圆 孔 中 心 ， 垂直 于 销 钉 轴 线 ， 方 向 不 定 ， 可 表 
示 为 图 1. 10(c) 。 因 中 间 匀 链 约束 反 力 Fs 的 方向 未 知 ， 所 以 通常 用 两 个 正 交 分 力 Fe 、Fe， 





























来 表示 。 
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(b) (9 


图 1. 10 ”中间 匀 链 的 结构 及 约束 反 力 
2. 固定 匀 链 支 座 约束 


如 果 铵 链 连 接 中 有 一 个 构件 固定 于 地 面 或 机 架 ， 则 这 种 约束 称 为 固定 铵 链 支 座 ， 简 称 
固定 铵 支 。 其 结构 简 图 如 图 1. 11(a) 所 示 。 这 种 | 


约束 的 特点 是 构件 只 能 绕 饺 链 轴线 转动 ， 而 不 4 '" 
能 发 生 垂 直 于 铵 轴 的 任何 移动 。 所 以 ， 固 定 匀 后 -一 一 人 


链 支 座 的 约束 反 力 垂直 于 圆柱 销 轴线 ， 通 过 加 


VO (人 
柱 销 中 心 ， 方 向 不 定 。 通 常用 两 个 正 交 的 分 力 > 一 ” ， 
Fu 、F, 表 示 ， 如 图 1.11(b) 所 示 。 7 图 1.11 固定 匀 链 支 座 约束 结构 
人 简 图 及 约束 反 力 


3. 活动 镜 链 支 座 约束 — 

若 贸 链 连接 中 有 一 个 构件 的 底部 安放 若 十 个 深 子 ， 并 置 于 光滑 支撑 面 上 ， 则 构成 活动 
匀 链 支 座 ， 义 称 辊 轴 支 座 ， 如 图 1.12(a) 所 示 。 这 类 或 座 常 见于 桥梁 、 屋 架 等 结构 中 ， 其 
结构 简 图 如 图 1. 12(b) 所 示 。 这 种 约束 的 特点 是 只 能 限制 物体 沿 支 撑 面 法 线 方向 的 运动 ， 
而 不 能 阻止 物体 绕 圆柱 较 的 转动 和 沿 支 撑 面 方向 的 运动 。 央 此 活动 贸 链 支 座 的 约束 反 力 通 
过 销 钉 中 心 ， 垂 直 于 支撑 面 ， 通 常用 Fi 表示 其 法 向 约束 反 力 ， 如 图 1. 12(c) 所 示 。 





(a) (b) (9) 
1. 12 活动 匀 链 支 座 约束 、 受 力 简 图 及 约束 反 力 


4. 二 力 杆 约束 

不 计 自重 的 杆 BC 只 在 两 个 约束 反 力 的 作用 下 平衡 ,为 二 力 杆 ， 如 图 1. 13 Ca) 所 示 。 
根据 二 力 平衡 公理 ， 这 两 个 力 必定 等 值 、 反 向 、 共 线 。 由 此 可 确定 Face 和 Fecs 的 作用 线 应 
沿 贸 链 中 心 B、C 的 连 线 。 杆 BC 的 受 力 图 如 图 1.13(b) 所 示 。Fw 和 Feces 的 指向 不 必 预 先 
判断 ， 一 般 可 先 假定 杆 受 拉力 ， 然 后 列 平衡 方程 ， 通 过 计算 来 确定 其 指向 。 如 果 求 得 的 结 
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果 为 正 ， 说 明 杆 受 拉 ; 反之 ,车 结果 为 负 ， 则 说 明 杆 受 压 。 有 时 也 把 二 力 杆 作 为 一 种 约 
束 ， 如 梁 AD 受 二 力 杆 BC 的 约束 ， 根 据 作 用 与 反作用 公理 ， 有 Fi 二 一 Faux， 梁 AD( 包 括 


重 物 ) 的 受 力图 如 图 1. 13(c) 所 示 。 




















图 1.13 直 二 力 杆 的 受 力 分 析 


值得 注意 的 是 ， 二 力 构件 有 时 是 曲 杆 ， 如 图 1. 14(a) 中 的 杆 ;AB， 此 时 作用 于 杆 AB 的 
两 个 约束 反 力 Fww 和 Fm 的 作用 线 仍 应 沿 贸 链 中 心 A 与 的 连 线 ， 如 图 1. 14(b) 所 示 。 





1.14 弧 形 三 力 杆 的 受 力 分 析 


5. 向 心 轴承 

如 图 1. 15(a) 所 示 为 轴承 装置 ， 可 画 成 如 图 1. 15(b) 所 示 的 简 图 。 轴 可 在 孔 内 任意 转 
动 ， 也 可 以 沿 孔 的 中 心 线 移动 ; 但 是 ,轴承 阻碍 轴 沿 径 向 向 外 的 位 移 。 当 轴 和 轴承 在 点 A 
光滑 接触 时 ， 轴 承 对 轴 的 约束 反 力 Fs 作用 在 接触 点 A， 且 沿 公法 线 通过 轴 心 指向 被 约 


束 的 轴 ， 如 图 1. 15(a) 所 示 。 





{b) 


(a) 


图 1.15 向 心 轴承 的 约束 反 力 
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但 是 ， 当 轴 所 受 的 主动 力 改变 时 ， 轴 和 轴承 接触 点 的 位 置 也 随 着 改变 。 一 般 情况 下 ， 
当 约 束 反 力 的 方向 不 能 预先 确定 时 ， 通 常用 两 个 大 小 未 知 的 正 交 分 力 Fa 、Fw, 表示 ， 如 
图 1.15(b) 所 示 ， 这 里 FA 、F 的 指向 暂时 可 先 任意 假定 ,最 后 通过 计算 来 确定 其 指向 。 








1.4 物体 受 力 分 析 和 受 力图 


在 工程 实际 中 ， 为 了 求 出 未 知 的 约束 反 力 ， 需 要 根据 已 知 力 应 用 平衡 条 件 求解 。 为 
此 ， 首 先 要 确定 构件 受 了 几 个 力 ， 每 个 力 的 位 置 和 力 的 作用 方向 ， 这 种 分 析 过 程 称 为 物体 
受 力 分 析 。 

作用 在 物体 上 的 力 可 分 为 两 类 : 一 类 是 主动 力 ， 如 物体 的 重力 、 风 力 、 气 体 压 力 等 ， 
一 般 是 已 知 的 ; 另 一 类 是 约束 对 于 物体 的 约束 反 力 ， 为 未 知 的 被 动 为 。 

为 了 清晰 地 表示 物体 的 受 力 情况 ， 需 要 把 研究 的 物体 ( 称 为 受 力 体 ) 从 与 其 相 联系 的 周 
围 物 体 ( 称 为 施 力 体 ) 中 分 离 出 来 ， 单 独 画 出 它 的 简 图 。 这 个 步骤 称 为 取 研 究 对 象 或 取 分 离 
体 。 然 后 把 施 力 体 作用 于 研究 对 象 上 的 主动 力 和 约束 度 为 至 部 画 在 简 图 上 ， 这 种 表示 物体 
受 力 情况 的 简明 图 形 称 为 受 力图 。 夯 物体 的 受 力 图 是 解决 静 力学 问题 ， 乃 至 动力 学 问题 的 
一 个 重要 步骤 。 夯 受 力图 的 步骤 如 下 。 ， 

(1) 根据 题 意 及 已 知 条 件 确定 研究 对 象 ， 取 分 离 体 ， 单 独 画 出 其 简单 图 形 。 

(2) 分 析 分 离 体 上 所 受到 的 力 的 情况 、 即 主动 力 和 约束 反 力 。 

(3) 在 分 离 体 上 面 出 其 所 受到 的 全 部 力 ， 即 主动 力 和 约束 反 力 。 

【 例 1-1】 如 图 1. 16(a) 所 示 的 碾子 ， 重量 为 8 在 床 路 面 时 受到 一 石 块 的 阻碍 ,不 
计 摩擦 ， 面 出 碾子 的 受 力图 。 

解 : 选取 研究 对 象 ， 将 研 子 从 周围 物 依 的 联 
系 中 分 离 出 米 、 /单独 重 出 其 轮廓 简 图 店面 生动 
力 ,碾子 受 主动 为 P 及 F 作用 ， 作 用 点 均 在 碾子 
的 重心 上 。 然 后 根据 约束 的 性 质 ， 画 出 约束 反 
力 。 使 碾子 成 为 分 离 体 时 ,需要 在 A、B 两 处 分 
别 解除 墙壁 和 地 面 的 约束 ， 因 此 ， 必 须 在 这 两 处 
加 上 相应 的 约束 反 力 ， 用 来 代替 墙壁 和 地 面 对 碾 
子 的 约束 。 根据 A、B 两 处 均 为 光滑 面 约束 的 特 图 1.16 例 1-1 图 
点 ， 墙 面 和 地 面 作用 于 碾子 的 约 东 反 力 用 Fv,s、Fxs 表 示 ， 它 们 分 别 沿 各 自 接触 面 公法 线 
方向 指向 碾子 。 碾 子 的 受 力图 如 图 1. 16(b) 所 示 。 

【 例 1-2】 重量 为 P 的 梯子 AB 放 在 水 平面 和 铅 垂 墙壁 上 。 在 刀 点 用 水 平 绳索 DE 与 
墙 面相 连 ， 如 图 1. 17(a) 所 示 。 不 计 摩 擦 . 试 画 出 梯子 AB 的 受 力图 。 

解 : 选择 梯子 为 研究 对 象 。 将 梯子 AB 从 周围 物体 的 联系 中 分 离 出 来 ， 单 独 画 出 其 轮 
廓 简 图 。 画 主动 力 ， 梯 子 受 主动 力 忆 作用， 作用 点 在 梯子 的 重心 上 ， 方 向 铅 垂 向 下 。 然 后 

根据 约束 的 性 质 画 出 约束 反 力 。 使 梯子 成 为 分 离 体 时 ,需要 在 B、C、D 三 处 分 别 解除 地 
面 、 增 壁 、 强 索 的 约束 ， 因 此， 必须 在 这 三 处 加 上 相应 的 约束 反 力 ， 用 来 代替 地 面 、 墙 
壁 、 绳 索 对 梯子 的 约束 。 根 据 A、D 两 处 均 为 光滑 面 约 束 的 特点 .地面 、 墙 面 作 用 于 梯 于 
的 约束 反 力 Fs 、Fce 分 别 沿 各 自 接触 面 公 法 线 方向 指向 梯子 。 绳 索 作 用 于 梯子 的 拉力 Fo 沿 
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着 DE 方向 背离 梯子 。 梯子 的 受 力 图 如 图 1. 17 

i < (b) 所 示 。 

Fe 【 例 1-3】 水 平 梁 AB 用 和 斜 杆 CD 支撑 ， 

p A、C、D 三 处 均 为 光滑 铵 链 连接 ， 如 图 1. 18 

和 D (a) 所 示 。 均 质 梁 AB 重量 为 P, ， 其 上 放 曾 一 重 

3 量 为 己 的 电动 机 。 不 计 斜 杆 CD 的 自重 ， 试 分 

床 别 画 出 斜 杆 CD 和 梁 AB (包括 电动 机 ) 的 受 

力图 。 

图 1.17 例 1-2 力 解 : 先 画 出 斜 杆 CD 的 受 力图 。 取 CD 为 

研究 对 象 ， 由 于 和 斜 杆 CD 自重 不 计 ， 且 只 在 C、 

DD 两 处 受 匀 链 约束 ， 因 此 斜 杆 CD 为 受 压 二 力 杆 。 由 此 可 确定 C、D 两 处 的 约束 反 力 Fe 和 
Fo 的 作用 线 沿 铵 链 中 心 C 与 D 的 连 线 ， 且 Fc 二 一 Fo， 方向 如 图 了 48(b) 所 示 。 

再 取 梁 AB( 包 括 电 动机 ) 为 研究 对 象 , 梁 AB 受 主动 力 Pi 和 Ps 的 作用 。 在 匀 链 DD 处 受 
斜 杆 CD 给 它 的 约束 反 力 Fb 的 作用 ， 根 据 作用 与 反作用 公理 ,Fb = 一 Fs。A 处 受 固定 铵 
支 座 给 它 的 约束 反 力 的 作用 ， 由 于 方向 未 知 ， 可 用 摧 售 正 交 分 力 Fw 、F 表 示 。 梁 AB 的 
受 力图 如 图 1. 18(c) 所 示 。 A 
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图 1.18) 例 1-3 图 


【 例 1-4】 多 跨 梁 用 饺 链 C 连接 。 载 荷 和 支 座 如 图 1. 19(a) 所 示 ， 试 分 别 画 出 梁 AC、 
CD 和 整体 的 受 力 图 。 

解 : 先 画 梁 AC 的 受 力图 。 以 梁 AC 为 研究 对 象 ， 画 出 主动 力 Fi 和 作用 于 BC 梁 段 的 
均 布 荷载 ， 其 荷载 集 度 为 49。 然后 再 画 梁 AC 所 受 的 约束 反 力 。A 处 受 固定 铵 支 座 的 约束 ， 
约束 反 力 用 Fw 、F, 表 示 ; B 处 受 辊 轴 支 座 的 约束 ,约束 反 力 用 Fw, 表示 ;，C 处 受 中 间 锭 
链 的 约束 ， 约 束 反 力 用 Fe, 、Fc, 表 示 。 梁 AC 的 受 力图 如 图 1. 19(b) 所 示 。 图 中 所 有 约束 
反 力 的 指向 都 是 假设 的 。 

再 画 梁 CD 的 受 力图 。 作 用 在 梁 CD 上 的 力 有 : 主动 力 ， 即 荷载 集 度 为 4 的 均 布 荷载 ; 
约束 反 力 ， 即 辊 轴 支 座 D 的 约束 反 力 F，， 方向 垂直 于 支撑 面向 上 ; 中 间 匀 链 C 的 约束 反 
力 , 用 Ft, 、F4 表 示 ， 根 据 作 用 与 反作用 公理 ， 其 方向 分 别 与 Fc  、Fc, 相 反 。 梁 CD 的 受 
力图 如 图 1. 19(c) 所 示 。 

最 后 画 整 体 受 力图 。 作 用 在 整体 上 的 力 有 主动 力 F 和 作用 于 梁 BD 段 的 荷载 集 度 为 4 
的 均 布 荷载 ;约束 反 力 有 Fs, 、Fs,、Fs, 和 Fp。 整体 的 受 力图 如 图 1. 19(d) 所 示 。 值 得 一 
提 的 是 ， 中 间 贸 链 的 约束 反 力 对 于 梁 AC 和 梁 CD 来 说 是 外 力 ， 而 对 于 整体 来 说 是 内 力 ， 
内 力 不 能 在 受 力图 中 表示 。 
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图 1.19 例 1-4 图 


【 例 1-5】 在 图 1.20(a) 所 示 的 吊 架 结构 中 ， 物 体 末 的 重量 为 G， 滑轮 及 各 杆 自重 不 
计 。 试 分 别 画 出 杆 AB、 杆 BE、 滑 轮 C( 包 括 重 物 ) 及 整个 系统 的 受 力图 。 

解 : 首先 画 出 杆 AB 的 受 力 图 。 以 杆 AB 为 研究 对 象 ， 杆 AB 没有 主动 力作 用 ， 在 固 
定 铵 支 座 A 处 的 约束 反 力 为 Fh, 、Fa,， 在 B 处 受 连 杆 BE 约束 ， 其 约束 反 力 为 Fus， 方 向 
沿 BB、E 贸 链 中 心 的 连 线 ， 指 向 假定 向 卡 。“ 在 G 处 和 滑轮 铵 接 ， 其 约束 反 力 为 Fc 、Fe, 。 
杆 AB 的 受 力图 如 图 1. 20(b) 所 示 。 一 





图 1.20 例 1-5 图 
其 次 画 出 杆 BE 的 受 力图 。 取 杆 BE 为 研究 对 象 ， 由 于 自重 不 计 ， 杆 BE 为 二 力 杆 ， 








其 所 受 约束 反 力 为 Fes 和 Fse。 这 里 Fsz 和 Foss 是 作用 与 反作用 力 。 杆 BE 的 受 力 图 如 
图 1. 20(c) 所 示 。 

再 次 画 出 滑轮 C (包括 重 物 互 ) 的 受 力 图 。 取 滑轮 C 为 研究 对 象 ， 其 上 作用 有 主动 力 
G， 绳子 对 滑轮 C 的 约束 反 力 Fc， 杆 AB 对 滑轮 C 的 约束 反 力 下 4 、F4 ，F4 、F4 和 
Fi 、Fc, 是 作用 与 反作用 力 。 滑 轮 C 的 受 力图 如 图 1. 20(d) 所 示 。 
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最 后 画 出 整个 系统 的 受 力 图 。 取 整个 系统 为 研究 对 象 ， 其 上 作用 有 主动 力 G， 在 固定 
铵 支 座 A 处 的 约束 反 力 Fh, 、Fsw ， 在 固定 铵 支 座 记 处 的 约束 反 力 Fas， 强 子 的 拉力 Few， 
整体 受 力图 如 图 1. 20(e) 所 示 。 

【 例 1-6】 如 图 1.21(a) 所 示 的 三 角 拱桥 ， 由 左右 两 拱 铵 接 而 成 。 设 各 拱 自 重 不 计 ， 
在 拱 AC 上 作用 有 载荷 已 。 试 分 别 画 出 拱 AC、BC 的 受 力图 。 

解 : 首先 画 拱 BC 的 受 力图 。 取 拱 BC 为 研究 对 象 ， 由 于 拱 BC 自重 不 计 ， 且 只 在 B、 
C 两 处 受到 铵 链 约束 ， 因 此 拱 BC 为 二 力 构件 。 在 贸 链 B、C 处 分 别 受到 下 nc 、Focs 两 力作 
用 , 且 Fi 二 一 Fes， 这 两 个 力 的 方向 沿 贸 链 B、C 中 心 的 连 线 。 拱 BC 的 受 力图 如 图 1. 21 
(b) 所 示 。 





其 次 画 拱 AC 的 受 力图 。 取 拱 AC 为 研 
究 对 象 ， 拱 AC 上 作用 有 主动 力 P， 拱 在 C 
处 受到 拱 BC 给 它 的 约束 反 力 F's 的 作用 ， 
根据 作用 与 反作用 公理 ，F6 一 一 Feos 。 拱 在 
A 处 受到 固定 边 链 支 座 给 它 的 约束 反 力 的 作 
用 , 可 用 Eh, 、FA 表 示 。 拱 AC 的 受 力图 如 
图 a21Ce) 所 示 。 

月 进一步 分 析 可 知 ， 由 于 拱 AC 在 主动 
为 P、 约 束 反 力 Ftcs 和 Fra 三 个 力作 用 下 平 
衡 ， 故 可 根据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 确 定 匀 链 
A 处 约 东 肥力 IE 的 方向 。 点 D 为 力 P 和 
Fl 作用 线 的 交点 ， 当 拱 平 衡 时 ， 约 束 反 力 
Fi 的 作用 线 必 通 过 点 D， 拱 AC 的 受 力图 还 
可 用 图 1. 21(d) 表 示 。 














图 1.21” 例 1-6 图 
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静 力 学 是 研究 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 条 件 的 科学 。 其 主要 研究 三 个 方面 的 问题 ， 即 
物体 的 受 力 分 析 、 力 系 的 合成 与 简化 、 各 种 力 系 的 平衡 条 件 。 本 章 主 要 介绍 了 静 力 学 的 基 
本 概念 、 静 力学 公理 及 物体 受 力 分 析 。 

静 力 学 基本 概念 、 公 理 及 物体 的 受 力 分析 是 研究 静 力 学 的 基础 。 静 力学 概念 主要 包括 
力 、 刚 体 、 平 衡 等 。 力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作用 ,这 种 作用 使 物体 的 机 械 运动 状态 发 生 改 
变 ， 同 时 使 物体 产生 变形 。 力 系 是 指 作用 于 物体 上 的 一 群 力 。 使 物体 或 物体 系统 处 于 平衡 
状态 的 力 系 称 为 平衡 力 系 ; 使 同一 物体 产生 相同 效应 的 两 个 力 系 称 为 等 效力 系 。 与 力 系 等 
效 的 一 个 力 称 为 力 系 的 合力 。 刚 体 是 指 在 力 的 作用 下 不 产生 变形 的 物体 ， 这 是 一 种 理想 化 
的 力学 模型 。 理 论 力学 的 研究 对 象 均 视 为 刚体 。 平衡 是 指 物体 相对 于 惯性 参考 系 处 于 静止 
或 做 匀速 直线 运动 的 状态 。 

静 力 学 公理 揭示 了 力 的 基本 性 质 和 力 对 物体 作用 的 基本 规律 ， 是 建立 静 力 学 理论 体系 
的 基础 。 静 力学 公理 包括 力 的 平行 四 边 形 法 则 、 二 力 平衡 公理 、 加 减 平衡 力 系 公理 、 作 用 
与 反作用 公理 以 及 刚 化 公理 。 

对 物体 某 方向 的 位 移 起 限制 作用 的 周围 物体 称 为 约束 。 约 束 对 被 约束 物体 的 作用 力 称 
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为 约束 反 力 。 约 束 反 力 的 方向 总 是 与 约束 所 能 阻碍 的 物体 的 运动 方向 相反 。 
在 分 离 体 上 画 出 所 受 的 主动 力 和 全 部 约束 反 力 的 图 形 称 为 物体 的 受 力图 。 对 物体 进行 
受 力 分 析 ， 正 确 画 出 物体 的 受 力图 是 解决 静 力学 问题 的 关键 。 














习 题 
一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “\/”， 错 误 的 打 “X”) 
1. 刚体 是 指 在 力 的 作用 下 不 变形 的 物体 。 人 
2. 只 受 两 个 力作 用 而 平衡 的 构件 称 为 二 力 杆 ， 其 约束 反 力 的 作用 线 一 定 在 这 两 个 力 
作用 点 的 连 线 上 。 人 ( ) 
3. 平衡 是 指 物体 相对 于 惯性 参考 系 静止 或 做 匀速 直线 运动 的 状态 。 全 




















4， 作 用 与 反作用 力也 可 构成 一 个 二 力 平衡 力 系 ， 因为 它们 满 中 二 力 平衡 的 条 件 。 
) 
p, 的 末代 出 作用 的 轩 国 和 和 幼 束 对 被 约束 物体 的 作 力 称 
为 约束 反 力 。 抱 ) 
6. 对 于 作用 于 刚体 上 的 三 个 力 ， 若 其 作用 线 攻 面 且 相交 于 一 点 ， 则 刚体 一 定 平衡 。 
人 ( ) 





















































二 、 填空 题 

1. 力 是 物体 间 相 互 的 机 要 作用、 这 种 作用 对 物体 的 数 凡 包括 。 和 

Ms , 对 Wz 各 体 的 作用 效应 相同 的 机 个 力 系 称 
为 > “个 一 < 

3. 前 力学 公理 包括 : % a 和 

lteter a 

.把 研究 对 色 从 与 其 相 联 系 的 周 羡 的 物体 由 分 离 出 米 ， 单 独 夯 出 它 的 简 图 ， 这 个 步 

昭和 可 为 


三 、 选 择 题 
1. 图 1. 22 所 示 为 用 细 强 悬挂 的 均 质 圆 盘 ， 并 靠 在 光滑 斜面 上 。 在 图 1.22(a) 、(b)、 
(c)、(d) 所 示 的 四 种 状态 中 ,只 有 图 ( ) 可 以 保持 平衡 。 








图 1.22 题 三 (1) 图 


2. 支架 如 图 1. 23(0) 所 示 ，P、Q 分 别 为 杆 AB、AC 的 自重 ,在 D 处 作用 一 铝 垂 力 F。 
图 1.23(a)、(b)、(c)、(d) 所 示 分 别 是 两 杆 AB 和 AC 的 四 种 可 能 受 力图 ， 其 中 图 ( ) 
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图 1.23 在 三 (4) 图 
3. 物 块 A、B 的 自重 不 计 ， 并 与 光滑 的 平面 妨 mm Ey 这 


nn 相 接触 ， 如 图 1. 24 所 示 。 若 其 上 分 别 作 用 有 大 小 相 局 | 一 一 一 = 户 
等 、 方 向 相反 且 作用 线 相同 的 力 Pi 和 力 P; ,| 试 间 两 刚体 4 


是 否 平衡 ( 。 ) bs 本 
A，A、B 都 不 平衡 图 1.24 题 三 (3) 图 


B. A、B 都 平衡 小 
C. A 平衡 ，B 不 平衡 一 1 
D. A 不 平衡 B 平 衡 
若 刚体 在 四 个 力作 用 下 处 于 平衡 状态 * 划 下 列 说 法 哪个 正确 ，。 ) 
， 和 三 力 平 衡 汇 交 一 样 ， 该 四 力作 用 线 二 定 汇 交 于 一 点 
力作 用 线 不 一 定 汇 交 于 一 点 
四 力作 用 线 一 定 不 汇 交 于 一 点 
D. 四 力作 用 线 一 定 平行 
5. 图 1.25(a)、(b)、(c) 所 示 为 结构 在 水 平 力 P 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 三 种 情况 
下 铵 链 A 的 约束 反 力 方向 是 否 相同 ? ( ) 


人 
巨 




















(b) (9) 
图 1.25 题 三 (5) 图 
A. 在 图 (a) 和 图 (b) 中 ，, 贸 链 A 的 约束 反 力 方向 相同 


-ce 各 力学 公理 及 物体 的 和 力 分 析 第 1 章 | 
在 图 (a) 和 图 (c) 中 ， 贸 链 A 的 约束 反 力 方向 相同 
C. 在 图 (b) 和 图 (c) 中 ， 铵 链 A 的 约束 反 力 方向 相同 
三 种 情况 下 ， 铵 链 A 的 约束 反 力 方向 均 不 相同 
四 、 画 图 题 

















上 如 图 1. 26 所 示 各 物体 的 受 力 图 。 设 各 接触 面 均 光 滑 ， 未 画 出 





力 的 物体 的 重 











(2) 


(h) 
图 1.26 题 四 (1) 图 


2. 画 出 图 1. 27 中 每 个 标注 字母 的 物体 及 整体 的 受 力图 。 设 各 接触 面 均 光 滑 ， 未 画 出 
重力 的 物体 的 重量 均 不 计 。 
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1.27 题 四 (2) 图 
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第 作 剖 
平面 汇 交 力 系 与 平面 力 偶 系 


@/ 
得- 本 音效 学 要 点 
知识 要 点 


掌握 程度 


相关 知识 





平面 汇 交 力 系 合 成 


掌握 合成 的 应 何 湛 和 解析 法 


力 的 平行 四 边 形 法 则 





平面 汇 交 力 系 平生 


掌握 几何 条 件 和 解析 条 件 


力 系 等 效 的 概念 











系 的 





掌握 重 面 力 偶 合成 方 洁 





力 偶 的 性 质 





和 平面 汇 交 力 系 与 平面 力 偶 系 第 2 章 | 








其 有 亲人 


我 们 每 天 都 要 拿 东 西 、 走 路 ， 其 实 就 是 在 不 停 地 使 用 杠杆 。 人 的 前 劈 是 一 个 费力 杠 
杆 ， 支点 在 肘 关节 处 。 人 在 端 杯子 时 ,虽然 费 了 力 ， 但 省 了 距离 。 也 就 是 说 肪 二 头 肌 收 
缩 很 小 的 距离 ， 就 能 使 手 握 的 重 物 移动 很 大 的 距离 。 人 的 脚 中 也 存在 杠杆 ， 当 脚跟 抬 起 
用 脚尖 站 立时 ,这 个 杠杆 就 会 暴露 出 来 。 这 时 脚 前 掌 是 支点 ， 小 腿 肌 肉 的 收缩 提供 动 
力 ， 人 体重 力 则 落 在 两 者 之 间 的 趾 骨 上 。 从 这 个 杠杆 上 可 以 发 现 ， 当 人 如 此 站 起 时 ， 因 
为 动力 臂 大 于 重力 的 力 臂 ， 因 而 用 较 小 的 肌肉 拉力 就 能 克服 较 大 的 重力 。 所 以 ， 它 是 一 
个 省 力 杠 杆 。 由 此 不 难看 出 ， 在 体育 竞赛 中 ,运动 员 的 脚 越 长 ， 则 提起 脚 用 力 越 小 ， 跑 
起 来 就 越 快 。 

看 过 《三 国 演义 》 的 同学 都 知道 “ 木 牛 流 马 ”的 故事 ， 诸 萝 亮 从 汉中 北伐 曹魏 ， 由 
于 征途 崎 虐 ， 军 队 不 便 运 输 粮 食 ， 因 此 诸葛 亮 对 旧式 车 辆 加 以 改 贰 》 称 为 “ 木 牛 流 马 ”。 
据说 “ 木 牛 ” 载 一 年 的 粮食 每 天 能 行 20 里 (1 里 一 500m)S 8 流 马 ”有 方 这 两 个 ， 每 个 可 
以 装 米 二 角 三 斗 ， 能 够 在 崎 哎 不 平 的 山道 上 行走 。 其 实 j“ 木 牛 ” 即 有 前 辕 的 小 车 , “ 流 
马 ” 类 似 后 世 的 独 轮 车 ， 仍 然 需要 人 力 的 推动 ; 

从 诸葛 亮 第 五 次 北伐 “以 木 牛 运 粮 ” 必 第 突 次 北伐 “以 流 马 运 粮 ” 的 史实 可 知 ， 
“ 木 牛 流 马 ”使 得 罚 兵 能 在 险恶 的 罚 道 且 迅速 行军 ， 对 当时 的 军粮 运输 有 很 大 的 
贡献 。 

“ 木 牛 ” 与 “ 流 马 ” 是 同一 种 运输 工具 ， 称 为 “ 木 牛 “ 较 为 适宜 。 它 是 由 人 力 推动 
的 四 足 行走 的 木质 运输 工具 ， 自重 约 50kg， 载重 绝 200kg， 利用 杠杆 原理 ， 可 以 省 力 ， 
人 肩负 重 在 0 一 75kg 有 规律 地 变化 。 它 能 在 山地 和 泥 注 路 面 等 真 牛 可 以 通行 的 路 面 上 行 
走 、 这 是 圆 轮 车 不 能 相 比 的 。 在 路 况 较 好 时 ， 圆 轮 车 比 “ 木 牛 流 马 ”要 实用 得 多 ， 这 是 
“ 木 牛 流 马 ”不 能 普遍 使 用 以 至 失传 的 一 个 主要 原因 。 

我 国 劳动 从 民 创 造 的 读 诗 解 题 : 

(1) 弹簧 拜 下 挂 砖头 ， 空 气 里 称 重 G 牛 ， 没 入 煤油 重 减 半 ， 请 把 砖头 密度 求 。 

(2) 立方 木 块 水 面 漂 ， 不 深 不 浅 浸 半 腰 ， 不 知 体 积 和 重量 ， 却 问 密度 是 多 少 ? 

世间 万 物 都 充满 了 奥秘 ， 我 们 要 努力 培养 一 双 会 发 现 的 眼睛 ， 认 识 世 界 的 神奇 和 伟 
大 ， 在 此 过 程 中 既 能 满足 我 们 的 求知 欲 ， 又 能 得 到 发 展 人 类 自身 的 无 尽快 乐 ! 

图 示 就 是 我 们 在 日 常生 活 中 利用 汇 交 力 系 与 力 偶 系 制造 的 简单 工具 ， 学 完 本 章 后 ， 
你 就 可 以 找到 读 诗 解 题 的 答案 ,也 可 以 试 着 设计 一 款 如 图 所 示 的 简单 机 械 。 


‘> 





BZJ-20 型 拔 桩 机 打 拔 一 体 机 杠杆 式 压力 机 
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2. 1 平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 几何 法 


所 谓 平面 汇 交 力 系 指 各 力 的 作用 线 在 同一 平面 内 县 汇 交 于 一 点 的 力 系 。 为 了 解 平面 汇 
J 系 和 平面 力 偶 系 的 合成 和 平衡 问题 ， 首 先 应 由 册 何 法 求 平面 汇 交 力 系 的 合力 ， 得 到 平 
交 力 系 平衡 的 几何 条 件 。 

1 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 和 力 多 边 形 法 则 

设 一 刚体 在 点 A 受到 由 力 F 必 于 Fs、 组 成 的 平面 汇 交 力 系 的 作用 ， 如 图 2. 1(a) 
s ， 现 求 该 力 系 合成 的 结果 

为 合成 此 力 系 ， 可 在 图 2: 1ta) 中 连续 应 用 力 的 平行 四 边 形 法 则 ， 依 次 两 两 合成 各 力 ， 
i 求 得 一 个 作用 线 也 通过 力 系 汇 交 点 A 的 合 办 FE。 为 了 用 更 简便 的 方法 求 此 合力 Fx 的 














大 小 和 方向 ,下面 介绍 力 多 边 形 法 则 。 





图 2.1 刚体 的 受 力 


在 平面 汇 交 力 系 所 在 的 平面 内 ， 任 取 一 点 a， 按 一 定 的 比例 尺 , 将 力 的 大 小 用 适当 长 


度 的 线段 表示 ， 根 据 力 三 角形 法 则 ， 先 作 矢量 Qj 平行 且 等 于 Fl， 青 从 点 5 作 矢量 光平 行 且 


等 





F 力 F,， 用 虚线 连接 矢量 ac， 即 代表 力 F, 和 F, 的 合力 Fw 的 大 小 和 方向 ;再 过 力 Fw 





的 终点 c 作 矢 量 cd 平行 且 等 于 力 下, ， 章良 绩 纺 估量 0 即 代表 力 Fa 和 F; 的 合力 Fis 的 


4 








\ 和 方向 (也 就 是 Fl 、F, 、F, 合力 的 大 小 和 方向 )。 最 后 将 Fu 与 F, 合成 得 矢量 &2， 即 


得 到 该 平面 汇 交 力 系 的 合力 Fe 的 大 小 和 方向 ， 如 图 i 多 边 形 abcde 称 为 此 平 


面 








[ 交 力 系 的 力 多 边 形 ， 矢 量 &e 称 为 力 多 边 形 的 封闭 边 。 封 闭 边 矢 量 ac 即 表示 平面 汇 交 力 
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系 合力 Fk 的 大 小 和 方向 ， 而 合力 Fs 的 作用 线 仍 应 通过 原 力 系 汇 交点 A， 如 图 2. 1(a) 所 
示 。 上 述 求 合力 的 作 图 规则 称 为 力 多 边 形 法 则 。 根 据 矢量 相 加 的 交换 律 ， 任 意 变换 各 分 力 
矢 的 作 图 次 序 ， 可 得 形状 不 同 的 力 多 边 形 ， 但 其 合力 和 撩 & 仍 然 不 变 ， 如 图 2. 1(c) 所 示 。 必 
须 注 意 ， 作 力 多 边 形 的 矢量 规则 ， 各 分 力 的 矢量 沿 着 环绕 力 多 边 形 边界 的 某 一 方向 首尾 相 
接 ， 而 合力 矢量 沿 相反 的 方向 ， 由 第 一 个 分 力 矢 的 起 点 指向 最 后 一 个 分 力 撩 的 终点 。 值 得 
一 提 的 是 ， 在 作 力 多 边 形 时 ， 如 图 2. 1(b) 中 的 虚线 矢量 世 、z2 不 必 画 出 。 
上 述 结果 表明 : 平面 汇 交 力 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 ， 合 力作 用 线 通过 各 力 的 汇 交 
点 ， 合 力 的 大 小 和 方向 等 于 原 力 系 中 所 有 各 力 的 矢量 和 ,四 
了 一 下 十 玉 十 … 十 下 ,一 导入， (2=1) 
若 力 系 中 各 力 的 作用 线 重合 ， 则 该 力 系 称 为 共 线 力 系 。 它 是 平面 汇 交 力 系 的 特殊 情 
况 ， 其 力 多 边 形 在 同一 直线 上 ， 合力 的 作用 线 与 力 系 中 各 力 的 作用 线 相 同 。 若 沿 直线 的 某 
一 指向 为 正 ， 反 之 为 负 ， 则 合力 的 大 小 与 方向 取 次 于 各 分 力 的 代 妆 和， 即 

= ee (2-2) 



































2. 1.2 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 


汪 醒 江 实 为 和 可 用 凑合 力 来 代替 。 到 类 实力 条 的 必 村 和 计 分 条 伯 是 恋 
力 系 的 合力 等 于 零 ， 即 
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力 系 平衡 时 ， 力 多 边 形 中 加 所 > 淖 力 的 终点 与 第 一 不 办 出 志 点 重合 ， 此 时 的 力 多 边 形 
en ge ee 该 力 系 的 力 多 边 形 自行 封闭 。 
利用 这 个 几何 条 件 ， 可 以 通过 作 图 的 方法 来 确定 未 知 的 约束 反 力 ， 这 种 方法 称 为 图 解法 
即 按 比 例 先 画 出 封闭 的 力 多 边 形 ， 然 后 站 直接 量 得 或 利用 三 角 关 系 计算 出 所 要 求 的 未 知 
其 。 下 面 通过 举例 来 说 明 图 解法 的 应 用 。 

【 例 2-1] 个 如 图 2. 2(a) 所 示 ， 平 面 吊环 上 作用 有 四 个 力 Fl 、F;、F,、F,， 它 们 汇 交 
th i iene te 
大 小 为 15KN;， 开 ,垂直 向 下 ,大 小 为 8SkN;， F, 指 向 右 下 方 ， 与 水 平方 向 夹 角 为 45"， 大 小 为 
10kN， 试 求 其 合力 。 

解 : 根据 图 中 所 示 的 力 的 比例 尺 ， 按 顺序 画 出 各 力 Fl 、F,、F,、F,， 得 到 力 多 边 形 
abede， 封 闭 边 矢量 &e 即 表示 平面 汇 交 力 系 合力 矢 Fe， 如 图 2.2(b) 所 示 。 按 比例 量 得 
本 一 27.5kN, 并 量 得 该 矢量 与 水 平方 向 的 夹 角 为 = 55*。 合 力 结果 如 图 2.2(a) 所 示 ， 合 
力 通 过 原 力 系 的 汇 交 点 。 














力 比 例 尺 (kN) 





3 
| 





图 2.2 例 2-1 图 
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en 


【 例 2-2】 如 图 2.3(a) 所 示 的 简 支 梁 在 中 点 C 处 受 集中 力 下 二 20kN 的 作用 ， 其 与 水 
平 线 夹 角 为 60"， 应 用 图 解法 求 梁 两 端 约束 反 力 的 大 小 。 
解 : 选取 梁 AB 为 研究 对 象 ， 画 出 梁 AB 的 受 力图 ， 如 图 2. 3(b) 所 示 。 其 中 由 于 B 处 












































为 活动 铵 链 支 座 ， 其 约束 反 力 垂直 于 斜面 。 然 后 应 用 三 力 平衡 汇 交 定理 可 确定 固定 铵 链 支 
座 A 处 的 约束 反 力 的 方向 。 
根据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 ， 这 三 个 力 应 组 成 一 封闭 的 力 三 角形 。 按 照 一 定 的 








比例 先 画 出 已 知 力 矢 吼 二 F， 再 由 点 4b 作 直 线 平行 于 F，， 由 点 a 作 直线 平行 于 Fa， 这 两 条 
直线 相交 于 点 c<， 如 图 2. 3(c) 所 示 。 





在 力 三 角形 中 ,线段 bc 和 ca 分 别 表示 F， 生 ;的 大 小 ， 由 三 角 关系 ， 可 得 
Fx 一 Fecos30 元 20 区 tos30"=17. 32kN 
F, =Fsiiid020X sin30* 一 10kN 

【 例 2-3】 如 图 2.4(a) 所 示 的 圆 球 O 重 为 中， 放 在 污水 平面 成 < 角 的 光滑 斜面 上 ， 
BC 为 绳索 ， 与 错 重 面 成 8 角 求 绳索 拉力 与 斜面 对 球 的 约束 反 力 

解 : 选 圆 球 O 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 .2. 人 小 球 受到 重力 妈 、 光 滑 斜 面 
的 法 向 反 力 F。 以 和 坟 吕 :的 作 用 而 处 于 平衡 状态 。 = 力 平衡 汇 交 定理 可 知 它们 构 
成 一 平面 汇 交 力 系 。 

根据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 。 这 这 宇 个 力 应 组 成 一 封闭 的 力 三 角形 。 按 照 一 定 的 
比例 先 夯 出 已 知 力 失 巧 二 W， 再 由 点 5 作 直 线 平行 于 Fc。， 由 点 a 作 直线 平行 于 FA,， 这 两 
条 直线 相交 于 点 <， 如 图 2. 4(c) 所 示 。 








(a) (b) (9) 
图 2.4 例 2-3 图 
在 力 三 角形 中 ,线段 bc 和 ca 分 别 表示 Fc 和 Fs 的 大 小 ， 由 三 角 关系 ， 可 得 
Ps _Fe. Ww 


sing sing sin(180°—a—B) 





128 


-交加 第 2 章 | 


解 得 








sinB sina 
Fa nfB Be sin(a 十 D) 


通过 以 上 例题 分 析 ， 可 总 结 出 应 用 几何 法 求解 平面 汇 交 力 系 平衡 问题 的 基本 步骤 。 

(1) 选取 研究 对 象 。 根 据 题 意 ， 首 先 选 取 适 当 的 物体 作为 研究 对 象 ， 并 画 出 简 

(2) 画 受 力图 。 在 研究 对 象 上 ， 画 出 它 所 受 的 全 部 主动 力 和 约束 反 力 。 

(3) 作 力 多 边 形 或 力 三 角形 。 选 择 适当 的 比例 ， 作 出 该 力 系 的 封闭 力 多 边 形 或 力 三 角 
形 。 必 须 注意 ， 作 图 时 总 是 从 已 知 力 开 始 ， 根 据 矢 序 规则 和 封闭 特点 ， 画 出 封闭 的 力 多 边 
形 或 力 三 角形 。 

(4) 求 出 未 知 量 。 按 比例 量 出 未 知 量 的 大 小 和 方向 ， 或 者 用 三 角 公 式 计 算 。 




















2.2 平面 汇 交 力 系 合成 与 平和 的 解法 





对 平面 汇 交 力 系 ， 当 力 系 中 力 的 数量 较 多 时 ， 用 大 条 法 求解 不 够 方便 ， 因此 要 应 用 平 
面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 解析 法 。 NY 
2. 2. 1 力 在 轴 上 的 投影 民 

设 z 轴 是 力 矢量 所 在 平面 内 的 一 Rh, 如 图 2. 5(a) 所 示 。 从 力 和 撩 的 端点 A、B 分 
虽 作 x 轴 的 垂 线 。 垂 足 a、 0 称 为 AS B 两 点 在 轴 上 的 投影 、 而 线段 op 的 长 度 则 称 为 力 下 
在 zx 轴 上 的 投影 ， 并 规定 当世 5 的 指向 与 z 轴 的 正 阿 二 致 时 取 正 值 ， 反 之 取 负 值 。 因 此 ， 


力 在 轴 上 的 投影 是 一 个 代数 量 ， 一 般 记 为 下。 设 下 与 轴 的 正 向 的 夹 角 为 a， 则 有 
Fa Feo (2-4) 


2 力 在 和 直角 闪 标 系 中 的 投影 与 分 级 
在 平面 直角 准 标 系 中 。 通常 用 FF,、F, 表 示 力 F 在 +、y 轴 上 的 投影 。 假 设 力 下 与 x、 
y 轴 正 方向 的 夹 角 分 别 为 x、B， 如 图 2. 5(b) 所 示 ， 则 F,、 下 ,可 分 别 表示 为 
F,=F .cosa; F,=F .cosp 《2 一 5) 
如 果 将 一 个 力 下 向 两 坐标 轴 方 向 进行 分 解 ， 得 到 力 下 在 zx、y 轴 上 两 个 分 力 F, 和 FF,。 
对 于 直角 坐标 系 ， 两 分 力 的 大 小 应 分 别 等 于 该 力 在 两 坐标 轴 上 的 投影 。 这 样 ， 力 的 解析 
表达 式 可 写 为 
= (2—6) 





图 2.5 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 
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这 里 i、j 分 别 为 zx、y 轴 的 单位 矢量 。 反 之 ， 若 已 知 力 下 的 投影 下 .和正 ,， 则 力 下 的 

大 小 和 方向 可 由 式 (2-7) 计 算 
» = 
cosa 一 天， cosp 一 司 

必须 指出 ， 只 有 在 直角 坐标 系 中 才 有 上 述 对 应 关系 。 对 一 般 坐 标 系 ， 一 个 力 在 两 坐标 
轴 上 的 投影 和 该 力 沿 两 坐标 轴 分 解 所 得 到 的 分 力 在 数值 上 并 不 一 定 相等 。 

利用 力 在 直角 坐标 系 中 的 投影 和 力 矢量 的 关系 以 及 合力 投影 定理 ， 可 以 用 解析 法 来 计 
算 平 面 汇 交 力 系 的 合力 。 


2.2.3 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 


前 面 已 应 用 式 (2 - 1) 求 解 平面 汇 交 力 系 的 合力 。 将 式 (2- 0 中 各 力 分 别 写成 解析 表达 
式 , 有 NS 























=Fiit Fj, Fi—FaitFaj, F-Pt RD , F,—FoitF, 
IN 





代入 式 (2 -1)， 有 N\A 
Fit Pej =(FatFst .ot ET Fat Ft +E, )j 


比较 系数 ， 可 得 


(2—8) 





\ 


式 (2- 8) 称 为 有 为 投影 定理 ， 即 合力 在 某 一 :竹下 的 投影 等 于 符 分 力 在 同一 轴 上 投影 的 
代数 和 。 若 已 知 合力 亡 . 在 两 坐标 轴 上 的 投影 则 合力 Fk 的 大 小 和 方向 可 分 别 表示 为 
Ng 


Fr= VPR TFR, = VOCEF,) (UF,) 





" ~ 《人 一 和》 
Fr _ EF, Fa ZF, 
cos(Fk, DS Fr cos(Fk, j)= 


【 例 2-4】 用 解析 法 计算 例 2-1 中 的 合力 。 
解 : 选 定 参考 坐标 系 如 图 2. 6 所 示 。 根 据 图 中 各 力 的 大 小 和 方向 ， 分 别 求 出 它们 在 两 
坐标 轴 上 的 投影 。 


Fr Fk 


























F,=—F=—10kN, F,=0 
下 一 一 FE 。cos30 "一 一 12. 99kN， F,,=—F,. sin30"=—7.5kN 
下: 一 0， F,s=—F:s=—8kN 
下 一 Ficos45" 一 7. 07kKN， 下 ,一 一 Fisin45" 一 一 7.07kN 


由 合力 投影 定理 ,合力 在 两 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 
Far:= DF,=—10—12. 99+7.07=—15. 92kN 

















Fr,= >F, 7.5—8—7.07 22. 57kN 
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合力 Fs 的 大 小 和 方向 分 别 为 
Fe 一 VFR. TFE, =27. 62kN 


Ty 592 








cos(Fr, DD)= = 27. 62 二 一 0. 5764 
2 

< 三 9 

cos(Fr, J) Fr 27. 62 0. 8172 


(Fr, =125.2°, (Fr, j)=144.8" 


由 于 Fw, 二 0，Fk, 二 0， 可见 合 力 通 过 原 汇 交 点 且 指 向 左下 
方 ， 如 图 2.6 所 示 。 


2. 2.4 平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 


由 前 所 述 ， 平 而 汇 交 力 系 平 的 必要 与 充分 条 件 是 全 为 为 ™ 
零 , 由 式 (2-9) 应 有 





图 2.6 例 2-4 图 














< 
Fr= VPR TFR, = V(TEFOATOF,) =0 
要 使 上 式 成 立 ， 必 须 同时 满足 YN 厂 


(2—10) 





式 (2- 10) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 即 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 
力 系 中 各 力 在 任 一 坐标 轴 上 :投影 的 代数 和 为 堆 。 利用 包间 个 独 立方 程 可 求解 出 两 个 未 
知 量 。 

【 例 2-5】 于 GY 的 于 用 西根 组 组 是 排 间 定 ， 如 图 2.7(a) 所 示 。 试 求 各 绳 的 
拉力 。 

解 : 以 入 焉 为 岂 和 对 象 ， 其 受 力 国 着 2 7 7(b) 所 示 。 

可 先 用 几何 法 计算 ， 根 据 力 多 边 形 闭 合 条 件 ， 作 出 力 三 角形 。 按 照 一 定 的 比例 先 画 出 
已 知 力 矢 吃 一 G， 再 由 点 少 作 直线 平行 于 Fez ， 由 点 e 作 直线 平行 于 Fin ， 这 两 条 直线 相交 
于 点 c， 如 图 2.7(c) 所 示 。 




















(a) (b) (c) 
图 2.7 例 2-5 图 


在 力 三 角形 中 ,线段 bc 和 ca 分 别 表示 Fce 和 Fo 的 大 小 ， 由 三 角 关系 ， 可 得 
G 


sin75” sin45” sin60” 








解 得 两 绳 的 拉力 分 别 为 
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Fpp=73.2N, Fe 三 89.7N 
然后 再 用 解析 法 求解 。 建 立 如 图 2. 7(b) 所 示 的 坐标 系 ， 列 出 平衡 方程 
ESF,=0, Fercos45" 一 Fapcos30" 一 0 
ZF,=0, Fesin45" 十 Fapsin30" 一 G 一 0 
联 立 求解 ， 可 得 两 绳 的 拉力 分 别 为 
Fee=89.7N, Fp=73.2N 
两 种 方法 解 出 的 结果 完全 相同 。 
【 例 2-6】 平面 刚 架 在 C 点 受 水 平 力 P 作用 ,如 图 2. 8(a) 所 示 。 设 P 一 8OkN， 不 计 
刚 架 自重 , 试 求 A、B 支 座 的 约束 反 力 。 
解 : 取 刚 架 为 研究 对 象 ， 它 受到 P 了 P、Frs、Fs, 三 个 力作 用 ， 其 受 力 图 如 图 2.8(b) 所 
示 。 应 用 三 力 平衡 汇 交 定理 可 以 确定 Fr 的 作用 线 通 过 两 点 A 、Ds 列 出 平衡 方程 
































EF,=0, P+Fmcosa=0 , < 


OY 


解 得 








5 AS 
Fu = 一 -= 一 80X 了 二 全 N00RN 


Cosa 生 

负 号 表示 约束 反 力 Fw 方向 与 原 假定 方向 相反 。 生 出 盖 
ZF,=0 Fan, Fi sina=0 

解 得 \N\ 





Fn, =— Fr Meio 100x ( =60kN 





图 2.8 例 2-6 图 


正 号 表示 约束 反 力 Fs, 方 向 与 原 假定 方向 一 致 。 

【 例 2-7】 简易 起 重 机 如 图 2. 9(a) 所 示 ， 重 物 重 W 二 10kN。 不 计 杆 件 自重 ,不 计 靡 
擦 力 ， 不计 滑轮 大 小 。 设 A、B、C 处 均 为 铵 链 约束 ， 试 求 杆 AB、BC 所 受 的 力 (假设 起 
吊 时 物体 做 匀速 运动 ) 。 

解 : 杆 AB、BC 均 为 二 力 杆 ， 不妨 假设 两 杆 均 为 受 拉 。 将 滑轮 连同 销 杀 作为 研究 对 
象 ， 作 出 其 受 力 图 ， 如 图 2. 9(b) 所 示 ， 其 中 W 为 起 吊 绳 对 滑轮 的 拉力 ， 方 向 垂直 向 下 。 
因为 物体 做 匀速 直线 运动 ， 属 于 平衡 状态 ， 所 以 拉 绳 的 拉力 与 物体 的 重量 相等 ， 即 Fy 一 
三 一 10kN。Fa 为 销 钉 通过 铵 链 作 用 于 杆 AB 上 的 力 ，Fia 是 Fin 的 反作用 力 。Fwc 为 销 钉 
通过 铵 链 作 用 于 杆 BC 上 的 力 ，Fh 为 Fi 的 反作用 力 。 由 于 不 计 滑 轮 的 大 小 ， 故 作用 于 滑 
轮 上 的 所 有 力 构成 一 平面 汇 交 力 系 。 列 平衡 方程 有 

TR =0; Fma—Fi * cos45°— Fgpp * cos60°=0 
TF,=0, Fic * sin45°—Fpp * sin60°"—W=0 
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He Fi fp 

Fap 
Fae La 

GO 

# 4 有 
mm em 
本 Fs Fu 

(a) (b) 
图 2.9 例 2-7 图 
联 立 求解 ， 可 得 
FE 一 W++Fsp * sin60” 10+10X0.866 
BC 





sind5™ 0.707 /X HR EN 








Fm Fa * cos60°— Fi * cos45°= 一 10X0.5 志 2M “9x0o. 707==13. 66kN 


负 号 表示 Fi 的 实际 方向 与 假设 方向 相反 ， 下 号 表示 本 ,的 实际 方向 与 假设 方向 相同 ， 
因此 杆 BC 受 压 ， 杆 AB 受 拉 。 


2.SNS 汪 面 力 矩 
力 对 刚体 的 运动 效应 使 刚体 的 运动 状态 发 生 改变 《包括 移动 与 转动 ;， 其 中 力 对 刚体 的 
移动 效应 可 用 力 矢 来 度 最 ;耐力 对 刚体 的 转动 效应 则 要 用 力 对 点 的 矩 (简称 力矩 ) 来 度量 ， 
即 力矩 是 度量 力 对 刚体 转动 效应 的 物理 量 - 
如 图 2. 10\ 所 示 为 其 扳手 松紧 蜡 母 的 订 意 图 。 作 用 于 扳手 上 的 力 使 扳手 和 螺母 一 起 
绕 螺母 中 心 转动 由 经 验 可 知 , 力 正 使 扳手 和 螺母 绕 点 O 转动 的 效应 既 与 力 F 的 大 小 有 
关 ， 也 与 点 0 到 FF 的 垂直 距离 4 有 关 。 因 而 在 平面 问题 中 ,通常 将 乘积 Fd 冠 以 正 负 号 ， 











作为 度量 力 正 使 刚体 绕 点 O 转动 效应 的 物理 量 。 这 个 量 称 为 力 对 点 之 矩 ， 简 称 力矩 。 力 下 


对 于 点 O 的 和 矩 用 Mo(CE) 表 示 ， 即 
MoCF) 一 士 F .vd 
点 O 称 为 矩 心 ; d 称 为 力 臂 。 正 负 号 表示 力矩 在 
其 作用 面 上 的 转向 。 一 般 规 定 力 下 使 刚体 绕 点 O 道 时 
针 转 动 为 正 ， 顺 时 针 转 动 为 负 。 力 下 对 点 O 之 矩 ， 其 
值 还 可 以 用 以 力 下 为 底 边 ， 以 矩 心 O 为 顶点 所 构成 的 
三 角形 面积 的 两 倍 来 表示 ， 如 图 2. 10 所 示 。 
Mo(F)S= BE2SAo8 (2-12) 
力矩 的 单位 为 N。mm( 牛 顿 。 米 ) 或 kN“。，m( 干 牛 图 2. 10 平面 力矩 
顿 。 米 )。 由 力矩 的 定义 式 (2- 11) 可 知 : 当 c=0， 即 
力 的 作用 线 通过 矩 心 时 ,力矩 的 值 为 零 ， 当 力 沿 作 用 线 滑 动 时 ， 该 力 对 任 一 固定 点 的 矩 保 
持 不 变 。 
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2.4 平面 力 偶 系 


2.4. 1 力 偶 的 概念 


在 日 常生 活 中 ,我 们 经 常 碰 到 不 自觉 地 使 用 力 偶 的 情况 ， 如 用 手打 开水 龙头 、 用 手 旋 
开 笔 帽 、 用 钥匙 开锁 等 。 在 机 械 工程 中 也 有 许多 力 偶 的 例子 ， 如 司机 对 方向 盘 的 操作 、 钳 
工 对 丝锥 的 操作 等 。 这 些 例 子 告诉 我 们 ， 力 偶 是 作用 在 物体 上 的 两 个 大 小 相等 、 方 向 相 
反 ， 且 不 共 线 的 一 对 平行 力 所 组 成 的 力 系 ， 记 作 (F， 
F')， 如 图 2. 11 所 示 。 两 个 力 之 间 的 垂直 距离 d 称 
为 力 偶 臂 ， 力 偶 所 在 的 平面 称 为 力 偶 作用 面 。 力 偶 
对 刚体 的 外 效应 只 能 使 刚体 产生 转动 。 
图 2.11 平面 力 偶 力 偶 对 刚体 的 转动 效应 用 力 偶 矩 度量 。 对 于 平 
面 力 偶 ， 力 偶 短 是 代数 量 。 力 偶 和 矩 以 符号 M 表 



































示 ， 即 NS 
M 二 二 Fw (2 二 了 3 

式 (2-13) 中 的 正 负 号 一 般 以 道 时 针 转 向 为 正 ， 顺 时 针 转 向 为 负 。 力 偶 矩 的 单位 为 
Nm, 由 图 2.11 可 知 ， 力 偶 矩 的 大 小 也 可 用 力 偶 中 的 一 个 力 为 底 边 与 另 一 个 力 的 作用 线 
上 任 一 点 所 构成 的 三 角形 面积 的 两 们 表示 ， 即 
~ M 王 土 2SAoa (2=14) 


2.4.2 力 偶 的 性 质 ， 


性 质 1 力 偶 醋 没 有 合 力 ， 也 不 能 用 所 不 力 平衡 。 

力 偶 是 由 两 个 力 组 成 的 特殊 力 系 ， 该 力 系 不 能 合成 为 一 个 力 ， 或 用 一 个 力 来 等 效 替 
换 ; 力 偶 也 不 能 用 一 个 力 来 平衡 。 力 偶 只 能 对 刚体 产生 转动 效应 ， 而 力 既 能 对 刚体 产生 转 
动 效应 ， 同 时 又 能 产生 平 动 效应 。 

性 质 2 力 偶 对 其 作用 面 内 任意 一 点 的 矩 恒 等 于 该 力 偶 的 力 偶 矩 ， 与 矩 心 的 位 置 无 关 。 

证 明 : 设 有 一 力 偶 (F，F) 作 用 在 刚体 上 某 平面 内 ， 其 力 偶 矩 M= F&， 如 图 2. 12 所 
示 。 在 此 平面 上 任 取 一 点 O， 该 点 至 力 下 的 垂直 距离 
为 民 ， 则 力 偶 对 O 点 的 矩 为 

MolF, F')=F'(x+d)—Fzr=Fd=M 

可 见 ， 力 偶 矩 与 矩 心 选择 无 关 。 因 而 力 偶 与 力矩 
不 同 ， 标 注 力 偶 矩 时 不 需要 指明 力 偶 是 对 哪 一 点 的 矩 ， 
而 简 记 为 M。 

性 质 3 只 要 保持 力 偶 矩 的 大 小 和 转向 不 变 ， 可 
改变 力 偶 作用 的 位 置 ， 也 可 同时 改变 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 短 ， 而 不 影响 力 偶 对 刚体 的 
效果 。 

如 图 2. 13(a) 所 示 ， 拧 紧 瓶 盖 时 ， 可 将 力 偶 加 在 A、B 位 置 或 C、D 位 置 ， 其 效果 相 
。 因 此 ， 力 偶 对 刚体 的 作用 与 力 偶 在 其 作用 面 内 的 位 置 无 关 。 又 如 图 2. 13(b) 所 示 ， 








2. 12 力 偶 性 质 2 
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丝锥 攻 螺 纹 时 ， 若 将 力 增加 1 倍 ， 而 力 偶 臂 减 少 1/2， 其 效果 仍 相 同 。 因 此 ， 只 要 保持 力 
偶 矩 的 大 小 和 转向 不 变 ， 可 以 同时 改变 力 偶 中 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 短 ， 而 不 改变 力 偶 对 
刚体 的 作用 效果 。 





图 2.13 力 偶 性 质 3 


由 此 得 出 力 偶 的 等 效 条 件 是 ， 作用 在 同一 平面 网 的 两 人 况 要 其 力 偶 矩 大 小 相 
等 、 转 向 相同 ， 则 此 二 力 偶 彼此 等 效 。 

力 偶 可 在 其 作用 面 内 用 一 弯曲 的 箭头 表示 ， 如 图 把 N14 所 示 。 箭头 表示 力 偶 的 转向 ， 
M 表示 力 偶 矩 的 大 小 。 


图 2.14 力 偶 表 示 - 


2.4.3 平面 力 偶 系 的 合成 

如 图 2.15\ 所 示 3 疙 设 (F，，F!)、(Fl 5 是 作用 在 物体 同一 平面 内 的 西 个 力 偶 ， 根 
据 力 偶 的 等 效 性 质 ，(F, ，F!) 可 以 与 通过 A、B 两 点 的 一 对 力 (F,，F! ) 等 效 ， 即 局 ，d 一 
di 二 Mi。(F;，F;) 同 样 可 以 与 通过 A、B 两 点 的 一 对 力 (F,，F') 等 效 ， 即 F,， d= 
F， ds 一 一 M;。 显 然 Fs、F, 的 合力 下 与 F，、F' 的 合力 F' 组 成 新 的 力 偶 (RF，F')， 其 合 
力 偶 矩 为 





M=F .d=(F,—F,)* d=F, . d—F, * d=M',+M; 











图 2.15 平面 力 偶 系 的 合成 





平面 力 偶 系 合成 的 结果 为 一 合力 偶 矩 ， 合 力 偶 矩 等 于 力 偶 系 中 各 力 偶 矩 的 代数 和 。 

上 述 结论 可 以 推广 到 任意 多 个 力 偶合 成 的 情形 ， 即 在 同一 平面 内 的 任意 一 个 力 偶 可 合 
成 为 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 的 力 偶 矩 等 于 各 已 知 力 偶 的 力 偶 矩 的 代数 和 ， 可 写 为 

M= >M.; (2 = 1 
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2.4.4 平面 力 偶 系 的 平衡 


平面 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 合力 偶 矩 为 零 。 即 各 力 偶 矩 的 代数 和 等 于 零 ， 即 
M 王 之 M;=0 (2—16) 

上 式 也 称 为 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 ， 利 用 这 个 平衡 方程 可 求解 出 一 个 未 知 量 。 

【 例 2-8】 简 支 梁 AB 上 受 力 如 图 2. 16(a) 所 示 ， 试 求 梁 的 反 力 。 

解 : 以 AB 梁 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 2. 16(b) 所 示 。 因 为 力 偶 只 能 与 力 偶 平衡 ， 
所 以 贸 链 A 处 的 约束 反 力 Fas 与 铵 链 忆 处 的 约束 反 力 Frs 必 组 成 一 个 力 偶 。 由 平面 力 偶 系 
的 平衡 条 件 得 





























EM,=0, FrsX5—6X2Xsin30°"=0 





6KN 6KN 
有 4 30 30 
5 万 
lm 2m 2m 
四 WO (b) 


图 2.161 例 2-8 图 
解 得 一 
Fal. 2RN, Fw 一 1. 2kN5 

【 例 2 - 9】 四 连 杆 机 构 OABO, 如 图 2. 17Ca) 所 示 : 刀 加 在 OA 和 OB 上 分 别 作用 力 
偶 M, 和 AM: ， 且 知 M =1kN 如 ，OA=40cm，O 沼 兰 60cm， 不 计 各 杆 自重 ， 求 平衡 时 力 
偶 矩 M: 的 大 小 以 及 AB 丁 所 受 的 力 。 SC 

解 : 分 别 取 杆 OA 和 O,B 为 研究 对 象 美 因 为 秆 AB 为 二 力 杆 ， 假 设 受 拉力 ， 则 OA、 
OUB 的 受 力图 如 图 2127(b)、(c) 所 示 。 它 们 都 是 平面 力 偶 系 的 平衡 问题 ， 于 是 可 分 别 列 静 
力 平衡 方程 ，， 


pp BF 
一 
3 
QO MI 

Fo 
好 
而 4 

人) (0) 





图 2.17 例 2-9 图 


OA: EM;=Fas * OAsin30°"—M'=0 
O1B: EM,=M:—Fam * O01.B=0 


式 中 ,Fa 二 Fas 。 联 立 求解 ， 可 得 平衡 时 AB 杆 所 受 的 力 以 及 力 偶 矩 M; 的 大 小 为 
Fu 一 Fa 一 5kN， M,=3kN-:m 
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小 结 
. 平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 几何 法 
对 于 平面 汇 交 力 系 ， 可 应 用 力 多 边 形 ， 力 多 边 形 的 封闭 边 为 平面 汇 交 力 系 的 合力 。 合 
力作 用 线 通过 各 力 的 汇 交 点 ， 合 力 的 大 小 和 方向 等 于 原 力 系 中 所 有 各 力 的 矢量 和 ， 即 























Fr=F+F,+…+F,=2F, 
平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 该 力 系 的 合力 等 于 零 ， 即 
Fr = Yn 一 0 


形 自行 封闭 。 于是， 












E 合 ， 此 时 的 力 多 边 
面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 条 件 可 表述 为 ?该 办 系 的 力 多 边 形 自行 
封闭 ， 人 CA . 

2. 平面 汇 交 力 系 合成 与 平衡 的 解析 法 、 


平面 汇 交 力 系 的 合力 在 某 一 轴 上 的 投影 等 





F 各 分 方 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 ， 即 


Fu = Fa + Fo Fh, = DF, 
所 















平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 : , 兴 系 中 各 力 在 两 直 第 从 标 轴 上 的 投影 的 代数 和 分 别 等 
于 零 ， 即 AL 











>C 

从 | 
上 式 称 为 平面 沁 交 力 系 的 平衡 方程 ， 利 用 这 个 平衡 方程 可 求解 出 一 个 未 知 量 。 
3. 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 


同一 平面 内 的 任意 一 个 力 偶 可 合成 为 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 的 力 偶 矩 等 于 各 已 知 力 偶 的 
力 倘 矩 的 代数 和 ， 即 


M= >M.; 
平面 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 各 力 偶 矩 的 代数 和 等 于 零 ， 即 
M= >M;,=0 


利用 这 个 平衡 方程 可 求解 出 一 个 未 知 量 。 











上 式 又 称 平面 力 偶 系 的 于 





FF 衡 方程 ， 
习 题 

一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “\/”， 错误 的 打 “X”) 

1. 力 在 两 同 向 平行 轴 上 投影 一 定 相 等 ， 两 平行 相等 的 力 在 同一 轴 上 的 投影 一 定 相 等 。 


9 ) 
2. 用 解析 法 求 平面 汇 交 力 系 的 合力 时 ， 若 选取 不 同 的 直角 坐标 轴 。 其 所 得 的 合力 一 
定 相 同 。 
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NP en 























3. 在 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 中 ， 两 个 投影 轴 一 定 要 互相 垂直 。 《 ) 
4. 在 保持 力 偶 矩 大 小 、 转 向 不 变 的 条 件 下 ， 可 将 如 图 2. 18(a) 所 示 处 平面 力 偶 M 
移 到 如 图 2. 18(b) 所 示 EE 处， 而 不 改变 整个 结构 的 受 力 状态 。 ( ) 





图 2.18 题 一 (4) 图 
5， 如 图 2.19 所 示 四 连 杆 机 构 在 力 偶 M, 一 M: 的 作用 下 系统 能 保持 平衡 。 ¢ 


6， 如 图 2. 20 所 示 带 传动 ， 若 仅 是 包 角 a 发 生变 化 ， 而 其 他 条 件 均 保持 不 变 时 ， 使 带 
轮转 动 的 力矩 不 会 改变 。 A 下 




















图 2. 197 题 二 (5) 图 男 2.20 题 一 (6) 图 
二 、 填空 题 x 
1. 平面 汇 突 力 系 平衡 的 充 要 条 件 是 ” ， 利 用 它们 可 以 求解 ”个 未 知 的 约 
东 反 力 。 
2. 三 个 力 汇 交 于 一 点 ,但 不 共 面 ， 这 三 个 力 相互 平衡 。 
3. 如 图 2. 21 所 示 , 杆 AB 自重 不 计 ， 在 五 个 力 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 作用 于 点 
B 的 四 个 力 的 合力 Fk 二 ， 方 向 沿 
4. 如 图 2. 22 所 示 结 构 中 ， 力 P 对 点 O 的 矩 为 
办 
0 
F Fy U2 有 
B 
F A 
Fs OE 
Fs 
图 2.21 题 二 (3) 图 图 2.22 题 二 (4) 图 


5. 平面 汇 交 力 系 中 作 力 多 边 形 的 矢量 规则 为 : 各 分 力 的 矢量 沿 着 环绕 力 多 边 形 边界 
的 某 一 方向 ,而 合力 矢量 沿 的 方向 ， 由 第 一 个 分 力 的 者 向 最 后 
一 个 分 力 的 
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D 上 ， 设 叫 与 己 、P, 与 起 大 小 相等 、 方向 相反 < 且 作 用 线 互相 
平行 ， 该 四 个 力 所 作 的 力 多 边 形 闭合 ,那么 f， 
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6. 在 直角 坐标 系 中 ， 力 对 坐标 轴 的 投影 与 力 沿 坐 标 轴 分 解 的 分 力 的 大 小 









































但 在 非 直角 坐标 系 中 ， 力 对 坐标 轴 的 投影 与 力 沿 坐标 轴 分 解 的 分 力 的 大 小 
三 、 选 择 题 
1. 如 图 2. 23 所 示 的 各 图 为 平面 汇 交 力 系 所 作 的 力 多 边 形 ， 下 面 说 法 正确 的 是 ( je 
A. 图 (a) 和 图 (b) 是 平衡 力 系 B. 图 (b) 和 图 (c) 是 平衡 力 系 
C. 图 (a) 和 图 (c) 是 平衡 力 系 D. 图 (c) 和 图 (d) 是 平衡 力 系 
F; 请 
[0 F; Fs PF 
F; F 
所 户 
(9) (b) (9 Ei (d) 


图 2.23 题 三 (1) 图 


2 关于 某 一 个 力 、 分 力 与 投影 下 面 说 法 正确 的 是 六 
A. 力 在 某 坐 标 轴 上 的 投影 与 力 在 该 轴 上 的 分 态 都 是 矢量 ， 且 大 小 相等 、 方 向 一 至 
B. 力 在 某 坐 标 轴 上 的 投影 为 代数 晤 ,而 力 在 该 轴 上 的 分 力 是 矢量 ， 两 者 完全 

不 同 NN 
C. 力 在 某 坐 标 轴 上 的 投影 为 括 量 ， 而 力 在 该 轴 上 的 分 力 是 代数 量 ， 两 者 完全 不 同 
D. 对 一 般 坐 标 系 ， 力 在 某 坐 标 轴 上 投影 的 量 值 与 力 在 该 负 上 的 分 力 大 小 相等 
3， 如 图 2. 24 所 示 ， 四 个 力作 用 在 一 物体 的 四 总 2 和.B、C、 








A. 力 多 动 形 闭合 ， 物体 一 定 平衡 > 全 
B. 虽然 办 多 边 形 闭合 ， 但 作用 在 物体 上 的 力 系 并 非 平 
面 汇 交 力 系 ， 无 法 判定 物体 是 否 平衡 
C. 作用 在 该 物体 上 的 四 个 力 构成 平面 力 偶 系 ， 物 体 平 。 图 2.24 题 三 (3) 图 
衡 由 也 M, 是 否 为 0 来 判定 
D， 上 述说 法 均 无 依据 
4. 力 侦 对 物体 的 作用 效应 ， 取 决 于 ( 。”)。 
A. 力 偶 矩 的 大 小 
B. 力 偶 的 转向 
C. 力 偶 的 作用 平面 
D. 力 偶 矩 的 大 小 、 力 偶 的 转向 和 力 偶 的 作用 平面 
5. 一 个 不 平衡 的 平面 汇 交 力 系 ， 若 满足 忆 F,=0 的 条 件 ， 则 其 合力 的 方位 应 是 ( 。 )。 











A. 与 工 轴 垂 直 B. 与 工 轴 平 行 
C. 与 y 轴 正 向 的 夹 角 为 锐角 D. 与 y 轴 正 向 的 夹 角 为 钝 角 
四 、 计 算 题 








1. 在 物体 的 某 平 面 上 , 点 A 受 4 个 力作 用 ，, 力 的 大 小 、 方 向 如 图 2. 25 所 示 。 试 用 几 
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何 法 求 其 合力 。 

2. 螺栓 环 眼 受到 3 根 绳子 拉力 的 作用 ， 其 中 T,、T; 大 小 和 方向 如 图 2. 26 所 示 ， 今 欲 
使 该 力 系 合力 方向 铅 垂 向 下 ， 大 小 等 于 15kN， 试 用 几何 法 确定 拉力 T; 的 大 小 和 方向 。 

3. 如 图 2. 27 所 示 套 环 C 可 在 垂直 杆 AB 上 滑 移 , 设 F, 二 2.4kN, F,=1.6kN, F; 
4. 8EN， 试 用 几何 法 求 当 a 角 多 大 时 ， 才 能 使 作用 在 套 环 上 的 合力 沿 水 平方 向 ， 并 求 此 时 
的 合力 。 


























图 2.25 题 四 (1) 图 图 2.26 题 四 (2) 图 1 下 图 2.27 题 四 (3) 图 





4. 已 知 Fl==100N, F,=50N, FF， -60NX Fi 一 8ON， 各 力 方向 如 图 2. 28 所 示 。 试 分 
别 求 各 力 在 工 轴 和 > 轴 上 的 投影 。 \、 
5. 如 图 2.29 所 示 ，F 二 20kN, 9 二 14.14kN，F, 二 27.32kN， 试 求 此 三 个 力 的 


\ 


合力 。 》 Ss 








图 2.28 题 四 (4) 图 图 2.29 题 四 (5) 图 


6. 求 如 图 2. 30 所 示 各 梁 支 座 的 约束 反 力 。 


F=I0kN - 

pies F=I0kN 

4 GN 六 A C B 4 GAN B 
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Fi。 im | FF_ im zi .| | 和 |- 和 im 。| 


全 (b) (9) 








图 2.30 题 四 (6) 图 


7. 压路机 的 碾子 半径 R==40cm， 在 其 中 心 O 处 受 重力 W= 二 20kN， 如 图 2. 31 所 示 。 
试 求 碾子 越过 厚度 为 gcm 的 石板 时 ， 所 需 的 最 小 水 平 拉力 Fi 以 及 碾子 对 石板 的 作用 力 。 
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8. 水 平 杆 AB 分 别 用 铵 链 A_ 和 绳索 BD 连接 ,在 
杆 中 点 悬挂 重 物 G 二 1kN， 如 图 2. 32 所 示 。 设 杆 自重 
不 计 , 求 贸 链 A 处 的 反 力 和 绳索 BD 的 拉力 。 je 
9. 如 图 2. 33 所 示 , 杆 AB 长 2m，B 端 挂 一 重 物 
G=3kN，A 端 靠 在 光滑 的 铅 直 墙 上 ，C 点 放 于 光滑 的 
台阶 上 。 设 杆 自 重 不 计 ， 求 杆 在 图 示 位 置 平衡 时 ，A、 
C 处 的 反 力 及 AC 的 长 度 。 














图 2.31 题 四 (7) 图 





图 2.32 题 四 (8) 图 图 2.33 题 四 (9) 图 


10 各 图 \2. 34 所 示 的 起 重 机 支架 的 AB、 
4C 杆 用 铵 链 支承 在 立柱 上 ， 并 在 A 点 用 铵 链 
互相 连接 ,绳索 一 端 绕 过 滑轮 A 起 吊 重 物 G 一 
20kN， 另 一 端 连接 在 卷扬机 D 上 ，AD 与 水 平 
面 成 30" 角 。 设 滑轮 和 各 杆 自重 及 滑轮 的 大 小 均 
不 计 。 求 平衡 时 村 AB 和 AC 所 受 的 力 。 
11， 如 图 2. 35 所 示 ， 自 重 为 G 的 圆柱 搁置 
在 倾斜 的 板 AB 与 墙 面 之 间 ， 圆 柱 与 板 的 接触 
所 点 DD 是 AB 的 中 心 ， 各 接触 处 都 是 光滑 的 。 试 
求 强 BC 的 拉力 及 A 处 的 约束 反 力 。 
12. 半径 为 尺 ， 自 重 为 G 的 圆柱 用 拉 紧 的 绳子 ACDB 固定 在 水 平面 上 ， 如 图 2. 36 所 
示 。 已 知 绳子 的 拉力 为 下 ，AE 一 BE 一 3R， 求 点 巨 处 圆柱 对 水 平面 的 压力 。 








图 2.84 题 四 (10) 图 





图 2.35 题 四 (11) 图 图 2.36 题 四 (12) 图 





13. 如 图 2. 37 所 示 ， 自 重 为 G 的 两 均 质 球 ， 半 径 均 为 >， 放 在 光滑 槽 内 ， 求 在 图 示 位 
管 平 衡 时 ， 槽 壁 对 球 的 约束 反 力 。 

14. 自重 G 一 200N 的 物体 ， 用 四 根 绳索 悬挂 ， 如 图 2. 38 所 示 ， 求 各 强 所 受 的 拉力 。 

15. 求 图 2. 39 所 示 各 梁 支 座 处 的 约束 反 力 。 
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16. 连 杆 机 构 OABC， 受 铅 直 力 F, 和 水 平 力 如 图 2. 40 所 示 , 已 知 下 =3. 5kN,， 求 
平衡 时 力 F 的 大 小 以 及 杆 OA、AB、BC 所 受 的 力 (不 计 杆 自重 )。 





M=Pa UM=Pa 


的 
4 暇 B 4 十 B A 
re B D 
a a a 5 
好 着 bE Wi 
9 {b) \ (0) 


图 2.39 题 四 (15) 图 


17. 如 图 2. 41 所 示 结 构 中 各 构件 的 朋 重 覆 去 不 计 ， 在 构件 AB 上 作用 一 力 偶 ， 其 力 偶 
和 矩 M=800N，m, 求 A 和 C 点 的 约束 反 为 。 





图 2.40 题 四 (16) 图 图 2.41 题 四 (17) 图 


18. 如 图 2. 42 所 示 构 架 , 已 知 FF 二 F, 二 5kN， 杆 自重 不 计 , 求 A 和 C 处 的 约束 反 力 。 

19, 在 图 2. 43 所 示 的 曲柄 滑 道 机 构 中 , 杆 AE 上 有 一 导 槽 . 套 在 杆 BD 的 销 子 C 上 ， 
销 子 C 可 在 光滑 导 槽 内 滑动 .已 知 M, 二 4kN。，m， 转 向 如 图 所 示 ,AB 二 2m, 0 二 30"， 机 
构 在 图 示 位 置 处 于 平衡 。 求 M; 以 及 匀 链 A、B 的 约束 反 力 。 








图 2.42 题 四 (18) 图 图 2.43 题 四 (19) 图 
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知识 要 点 掌握 程度 相关 知识 





力 线 平移 定理 掌握 力 线 平移 定理 加 减 平衡 力 系 原理 








平面 任意 力 系 的 简化 掌握 平面 住 意 力 系 简化 结果 分 析 主 秋 和 主 短 








平面 任意 力 系 的 平衡 种 形式 的 平衡 方程 表达 式 平衡 方程 的 二 矩 式 和 三 给 式 
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清寺 和 二 


我 国 是 世界 上 古老 的 文明 国家 之 一 ， 生 产 和 科学 技术 都 发 展 得 比较 早 。 远 在 新 石器 
时 代 ， 木 架 建 筑 已 初 具 规模 。 建 于 1056 年 的 山西 应 县 佛 宫 寺 ， 塔 高 67. 31 米 ， 距 今 已 
有 近 千 年 历史 ,虽然 历经 近 千 年 的 风雨 侵蚀 、 多 次 地 震 和 炮击 的 重创 ， 至 今 仍 才 然 屹 
立 。 用 现代 力学 的 观点 看 ,构件 的 受 力 特 性 都 较 好 。 

隋 朝 李 春 主持 建造 的 赵 州 桥 建 于 隋 大 业 ( 公 元 605 一 618) 年 间 。 桥 长 64. 40m， 跨 径 
37. 02m， 是 当今 世界 上 跨 径 最 大 、 建 造 最 早 的 单 孔 沿 肩 型 石 拱桥 。 因 桥 两 端 肩 部 各 有 
两 个 小 孔 ， 不 是 实 的 ， 故 称 敞 肩 型， 这 是 世界 造 桥 史 的 一 个 创造 (没有 小 拱 的 称 为 满 肩 
或 实 肩 型 ) 。 赵 州 桥 距 今 已 1400 年 ， 经 历 了 10 次 水 灾 、8 次 战乱 和 多 次 地 震 ， 特 别 是 
1966 年 邢台 发 生 7.6 级 地 震 ， 邢台 距 此 有 40km， 这 里 也 有 四 点 几 级 地 震 , 但 赵 州 桥 没 
有 被 破坏 。 著 名 桥梁 专家 茅 以 升 说 ， 先 不 管 桥 的 内 部 结构 仅 就 它 能 够 存在 1300 多 年 
就 说 明了 一 切 。1963 年 发 生 水 灾 ， 大 水 淹 到 桥 拱 的 龙 嘴 处 W， 据 当 地 的 老人 说 ， 站 在 桥 
上 都 能 感觉 桥 身 很 大 的 晃动 。 

1979 年 5 月 ,由 中 国 科学 院 自然 史 组 四 个 单位 组 减 联合 调查 组 ， 对 赵 州 桥 的 桥 基 
进行 了 调查 ， 自 重 为 2800t 的 赵 州 桥 ， 其 根基 只 有 渤 层 石 条 砌 成 高 1. 55m 的 桥 台 ， 直 接 
建 在 自然 砂 石上 。 这 些 成 果 反映 出 丰富 的 力学 知识 。 





A 

山西 应 县 佛 宫 寺 赵 州 桥 

同学 们 听 说 过 曹 冲 称 象 的 故事 ,故事 的 原文 是 这 样 讲 的 ; 草 冲 生 五 六 岁 ， 智 意 所 
及 ， 有 若 成 人 之 智 。 时 孙权 曾 致 巨 象 ， 太 祖 欲 知 其 乒 重 , 访 之 群 下 ,成 英 能 出 其 理 。 冲 
日 :“ 置 象 大 船 之 上 ， 而 刻 其 水 痕 所 至 ， 称 物 以 载 之 ， 则 校 可 知 疾 。” 太 祖 悦 ， 即 施行 
需 。 意 思 是 说 : 草 冲 长 到 五 六 岁 的 时 候 ， 知 识 和 判断 能 力 所 达 到 的 程度 ， 可 以 比 得 上 成 
人 (如 一 个 成 年 人 )。 有 一 次 ,孙权 送 来 了 一 头 巨 象 ， 太 祖 想 知道 象 的 重量 ， 询 问 属 下 
都 不 能 说 出 称 象 的 办 法 。 曹 冲 说 : “把 象 放 到 大 船上 ， 在 水 面 所 达到 的 地 方 做 上 记号 ， 
再 让 船 装 载 其 他 东西 ( 当 水 面 也 达到 记号 的 时 候 ), 称 一 下 这 些 东 西 ， 那 么 比较 一 下 
(东西 的 总 质量 差不多 等 于 大 象 的 质量 ) 就 能 知道 了 。” 太 祖 听 了 很 高 兴 ,， 马上 照 这 
个 办 法 做 了 。 
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学 习 本 章 之 后 ， 你 不 妨 对 下 图 所 示 的 称 大 象 的 结构 进行 力学 分 析 ， 看 看 能 否 称 出 
大 象 的 重量 。 当 然 ， 你 也 可 以 对 下 图 所 示 的 起 重 机 平衡 物 配 重 问 题 以 及 桥架 的 内 力 计算 
问题 进行 分 析 。 





称 大 象 


3. 1 力 线 平移 定理 。 


定理 : 作用 在 刚体 上 的 力 ， 可 以 向 刚体 内 任 一 点 平移 “但 必须 同时 附加 一 个 力 偶 ， 此 
力 偶 的 力 偶 矩 等 于 原 力 对 新 作用 点 的 矩 。 


加 两 个 等 值 反 向 的 力 严 和 下， 并 使 它们 与 力 疏 平行， 且 下 一 下 一 一 玉 ， 如 图 3.1(b) 所 示 。 
根据 加 减 平衡 力 系 公理 ， 这 三 个 力 五 RNI， 严 组 成 的 新 力 系 与 原来 的 一 个 力 正 等 效 。 同 
时 ,这 三 个 力 可 看 做 一 个 作用 在 点 避 的 力 F' 和 一 个 力 偶 CE\_F")， 此 力 偶 称 为 附加 力 偶 ， 
如 图 3.1(c) 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 该 附加 力 偶 的 矩 ?M 圭 Fd， 其 中 4 为 附加 力 偶 的 臂 ， 
也 就 是 点 B 到 力 下 的 作用 线 的 垂 距 ， 即 M 王 Ma CF) 这样 ， 就 把 作用 于 点 A 的 力 下 平移 
到 另 一 点 B， 但 同时 必须 附加 上 一 个 力 偶 ,- 此 办 偶 的 力 偶 矩 等 于 原来 的 力 对 新 作用 点 的 
和 矩 。 定 理 得 到 证 明 .。 








{a) 人 (¢) 


3. 1 力 线 平移 定理 (一 ) 


反 过 来 根据 力 线 平移 定理 ,也 可 以 将 平面 内 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 用 作用 在 平面 内 另 
一 点 的 力 来 等 效 蔡 换 。 力 线 平移 定理 是 力 系 简化 与 合成 的 基础 。 通 过 力 线 平移 定理 ,可 以 
将 平面 任意 力 系 进行 简化 ， 得 到 一 个 平面 汇 交 力 系 和 一 个 平面 力 偶 系 ， 然 后 应 用 前 面 学 过 
的 知识 ， 对 平面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 分 别 进行 合成 。 

力 线 平 移 定理 表明 了 在 一 般 情 况 下 力 对 物体 作用 有 两 种 效果 。 例 如 ， 如 图 3. 2(a) 所 示 
作用 于 齿轮 上 的 圆周 力 为 P， 根据 力 线 平移 定理 ,作用 于 齿轮 上 的 圆周 力 P 等 效 于 通过 齿 
轮 中 心 的 力 P' 和 附加 力 偶 M， 如 图 3.2 (b) 所 示 。 力 己 主 要 使 轴 产 生 弯 曲 变形 ， 而 附加 力 
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偶 M 使 轴 产 生 旋转 。 图 3. 2(b) 所 示 的 载荷 可 以 看 做 图 3. 2(c) 和 图 3. 2(d) 两 种 载荷 作用 的 
肢 加 。 























3.2 力 线 平移 定理 (二 ) 


3.2 平面 任意 力 系 的 简化 


各 力 的 作用 线 在 同志 平面 内 且 任 意 分 布 的 力 系 称 为 平面 任意 力 系 ， 下 面 我 们 应 用 力 线 
平移 定理 来 研究 平面 任意 为 系 的 简化 。 


3. 2. 1 主 矢 与 主 乱 








设 物 体 上 作用 一 平面 任意 力 系 Fl ，F;，…，F,， 如 图 3. 3(a) 所 示 。 在 平面 内 任 取 一 

点 O， 称 为 简化 中 心 。 根 据 力 线 平移 定理 ， 把 各 力 都 平移 到 点 O。 这 样 ， 得 到 一 个 汇 交 于 

点 0 的 平面 汇 交 力 系 FI，F;,，…。F,， 以 及 相应 的 附加 力 偶 系 Mi ，M: ，…，M,， 如 

图 3.3(b) 所 示 。 
平面 汇 交 力 系 可 以 合成 一 个 作用 于 点 O 的 合力 Fh， 用 矢量 表示 为 

Fh=F!+F++F = OF (3-1) 









































图 3.3 主 矢 与 主 矩 
焉 称 为 原 力 系 的 主 矢 ， 其 大 小 及 方向 与 简化 中 心 的 选择 无 关 。 附 加 力 偶 系 可 以 合成 为 














-= 下 四 任意 力 素 第 3 章 | 
-个 合力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 
Mo 一 MI 十 M 十 … 十 M, 一 了 MoCF) (3—2) 
Mo 称 为 原 力 系 对 简化 中 心 O 的 主 矩 ， 其 大 小 与 简化 中 心 的 选择 有 关 。FRs 和 Mo 组 成 
一 个 新 力 系 ， 该 力 系 与 原 力 系 等 效 ， 如 图 3. 3(c) 所 示 。 
通过 以 上 分 析 可 知 : 在 一 般 情况 下 .平面 任意 力 系 可 向 作用 面 内 任 一 点 简化 ， 可 得 到 
一 个 力 和 一 个 力 偶 ， 这 个 力 称 为 该 力 系 的 主 矢 ， 作 用 线 通过 简化 中 心 。 这 个 力 偶 的 矩 称 为 
该 力 系 对 于 简化 中 心 O 的 主 矩 。 
个 物体 的 一 端 完全 固定 在 另 一 个 物体 上 ， 这 种 约束 称 为 固定 端 或 插入 端 支 座 ， 它 们 
的 约束 端 称 为 插入 端 或 固定 端 。 如 图 3. 4(a) 所 示 的 房屋 建筑 物 中 的 阳台 、 图 3. 4(b) 所 示 
的 车 床上 的 刀具 、 图 3. 4(c) 所 示 的 立 于 路 边 的 电线 杆 等 均 受 固定 端 支 座 的 约束 。 























(a) NCA EL] (© 
图 3.4、 固 定 端 或 插入 端 支 座 一 


图 3.5(a) 所 示 表 示 一 物体 及 B 在 左 端 A 受 固定 端 支 座 束 。 固 定 端 支 座 对 物体 的 约束 
反 力 是 作用 在 接触 面 上 的 二 群 力 ， 如 图 3. 5(b) 所 示 飞 将 这 群 力 向 作用 平面 内 一 点 A 简化 
得 到 一 个 力 和 一 个 力 御 ， 如 图 3. 5(c) 所 示 。 一 般 情 况 下 ， 这 个 力 的 大 小 和 方向 均 为 未 知 
量 ， 可 用 两 个 正 交 分 为 来 代替 。 内 此 ， 在 平面 力 系 情况 下 ， 固 定 端 A 处 的 约束 反 力 可 简化 
为 两 个 约束 反 为 % 、Fw 和 一 个 矩 为 M 的 约束 力 偶 ， 如 图 3. 5(d) 所 示 。 

一 端 受 固 定 端 支 座 约束 一 端 自由 的 梁 称 为 悬臂 梁 。 其 结构 简 图 如 图 3. 6(a) 所 示 。 其 约 
束 反 力 如 图 3. 6(b) 所 示 , 正 交 约束 反 力 F, 、F, 限 制 梁 水 平和 铅 直方 向 的 移动 ， 而 约束 
力 偶 MA 限制 梁 绕 A 点 转动 。 


Fy 
de 
A 有 A 有 A B A B 
Mi Mi 
四 四 © 地 


3.5 固定 端的 约束 


r Fw - 
有 B 
A Fun\ 4 
Ma 
{a) (b) 


3.6 悬臂 梁 的 受 力 简化 
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3.2.2 平面 任意 力 系 的 简 


平面 任意 力 系 向 任 一 点 简化 ， 一 般 可 得 主 失 Fr 和 主 


果 ， 可 得 以 下 4 种 情况 。 
1) RPR 天 0，Mo 天 0 

















和 矩 Mr 








化 结果 分 析 





E 和 失 了 8 和 主 矩 Mo 都 不 等 于 零 ， 如 图 3. 7(a) 所 示 。 此 时 ， 原 力 系 可 进一步 简化 。 将 主 
和 (Fr ， 政 ) 来 代替 ， 并 使 政 王 配 王 一 丈 ， 如 图 3.7(b) 所 示 。 除 去 平衡 力 政 及 政 后 ， 


和 矩 Mo。 进 一 步 讨 论 力 系 的 简化 结 








只 剩 下 作用 于 O 点 的 力 ER ， 该 力 称 为 原 力 系 的 合力 ， 如 图 3. 7(c) 所 示 。 


(a) 


合力 Fs 的 作用 线 到 简 


合力 作用 线 在 点 O 的 哪 二 侧 ， 


2) Fk#0, Mo=0 





上 。 显然 下 就 是 原 为 系 的 
3) Ft =0 M6z0 





图 3. 7 平面 力 系 的 简化 


化 中 心 0 的 距离 d 为 
= |Mo/F | 


合力 。 


需 根据 主 矢 和 主 矩 的 方向 确定 。 


主 矢 改 不 等 于 零 ， 而 主 矩 Mo 等 于 零 y* 此 时 “简化 中 心 恰好 选 在 力 系 合力 的 作用 线 


主 矢 下 等 于 零 ， 而 主 矩 Mo 不 等 于 零 。 此 时 ， 原 力 系 的 简化 结果 与 简化 中 心 的 选择 无 


关 ， 原 力 系 合成 为 一 力 偶 。 
4) Fk=0, Mo=0 

3. 2.3 平面 任意 力 系 合力 

由 前 面 的 分 析 可 知 : 于 


由 于 第 一 种 情况 和 第 二 种 情况 都 是 简化 后 得 一 合力 ， 故 了 


最 终 的 结果 只 有 三 种 情况 : 


主 矢 Fk 和 主 和 矩 Mo 都 等 于 零 。 此 时 ， 原 力 系 是 平衡 力 系 ， 物 体 在 该 力 系 的 作用 下 处 


矩 定理 





tl 

















F 面 任意 力 系 向 作用 面 内 任意 一 点 的 简化 ， 共 有 四 种 可 能 结果 。 





FF 面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 





合力 、 合 力 偶 或 平衡 。 对 于 平面 任意 力 系 最 终 简化 为 一 合力 的 











情况 ， 我 们 来 分 析 合力 对 





FF 面 内 任 一 点 之 矩 与 原 力 系 各 分 力 对 同一 点 之 矩 的 关系 。 


由 图 3.7(c) 可 知 ， 合 力 Fk 对 点 O 之 矩 为 


Mo(Fr)=Fr * d=Mo 


另 一 方面 ,根据 式 (3 -2) 可 知 ， 原 力 系 向 点 O 简化 的 主 矩 为 


Mo= DMo(F') 
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比较 式 (3-1) 和 式 (3-2), 有 
Mo (Fr)= 2Mo(F.) (3=8) 
由 于 简化 中 心 是 任 取 的 ， 式 (3 -3) 的 结论 具有 一 般 性 。 式 (3 - 3) 称 为 合力 矩 定理 ， 即 
平面 任意 力 系 的 合力 对 作用 平面 内 任 一 点 之 矩 等 于 原 力 系 各 分 力 对 同一 点 之 矩 的 代数 和 。 





3.3 平面 任意 力 系 的 平衡 条 件 和 平衡 方程 


由 3.2 节 的 讨论 可 知 平面 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 : 力 系 的 主 矢 和 对 任 一 点 的 
主 矩 都 等 于 零 ， 即 








Fi=0, Mo=0 (3—4) 
平面 任意 力 系 的 主 矢 FA 一 V(DF,) "十 (2F,)”， 主 箱 MMo(F)=0。 代 入 
式 (3 -4) 可 得 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 \ 














5F,=0 ,XY 


ZF,—0,\KY (3-5) 
EModE) SY 


式 (3 -5) 称 为 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 、 它 表 明 平面 任意 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 
是 : 平面 任意 力 系 各 力 在 两 直 角 坐标 辅 下 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 ， 力 系 中 各 力 对 平面 内 
点 之 矩 的 代数 和 等 于 零 。 平 面 性 意 力 系 的 平衡 方程 共和 包含 三 个 独立 的 方程 ， 应 用 它 最 
= 个 未 知 量 。 式 (3 - 8 为 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 的 基本 形式 。 值得 一 提 的 是 ， 上 
面 的 结论 是 在 直角 坐标 系 下 推导 出 来 的 但 对 任意 玲 标 系 也 适用 。 对 于 平面 任意 力 系 ， 其 
平衡 方程 还 有 其 他 两 种 形式 > AAA 

1) a 意 力 条 平衡 方程 的 二 矩 式 站 

LHR EF 0 





EMalF,)=0 (3-6) 
EMs(F)=0 
式 中 , xz 轴 ( 或 y 轴 ) 不 重 直 两 点 A、B 连 线 。 
2) 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 三 和 矩 式 
EMaF,)=0 
EMs(F.)=0 (3-7) 
EMc(F)=0 








式 中 ,三 点 A、B、C 不 共 线 。 

各 力作 用 线 在 同一 平面 内 且 互 相 平行 的 力 系 称 为 平面 平行 力 系 。 平 面 平行 力 系 是 平面 
任意 力 系 的 一 种 特殊 情形 。 因 而 其 平衡 方程 也 可 从 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 直接 
导出 。 














车 取 x 轴 与 各 力 垂 直 ， 则 不 论 该 力 系 是 否 平衡 ， 总 有 FF, 二 0， 于 是 平行 力 系 的 平衡 
方程 为 





EF,=0 
| (3-8) 


EMo(F)=0 
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两 个 独立 的 平衡 方程 可 以 求解 两 个 未 知 量 。 同 理 ,平面 平行 力 系 的 平衡 方程 也 有 二 甜 
式 ， 即 





EMaF,)=0 
EMs(F,)=0 
式 中 ，A、B 两 点 的 连 线 不 能 与 各 力作 用 线 平行 。 

【 例 3-1】 加 料 小 车 重 G=10kN， 由 钢 索 牵引 沿 倾角 a 二 60° 的 斜面 轨道 等 速 上 升 ， 
如 图 3. 8(a) 所 示 。 已 知 小 车 重心 在 C 点 , a 二 b==h 二 0. 5m，e 二 0. 4m， 摩 擦 不 计 。 试 求 钢 
索 拉 力 了 和 轨道 作用 于 小 车 的 约束 反 力 。 

解 : 取 小 车 为 研究 对 象 进行 受 力 分 析 。 小 车 受到 的 主动 力 有 重力 G 和 绳索 的 拉力 了， 
受到 的 约束 反 力 有 轨道 对 小 车 的 反作用 力 Fv 和 Fxs， 受 力 分 析 如 图 3. 8(b) 所 示 ， 建立 如 
图 3.8(b) 所 示 的 坐标 系 。 


(3 全 














图 3.8 例 3-1 图 ,一 


列 平衡 方程 





ZF,=0, .Te Gsina=0 
EMACF)=0. Funs(att ETHTGsing * e—Gcosa * a=0 
EF,=0, FhFvs—Gcosa=0 

求解 ， 可 得 

T=Gsina=10X sin60°=8. 66kN 
Fys= [G(acosa—esina)+ Th]/(atb)=3.366kN 
Fva=Gcosa— Fws=10cos60°—3. 66=1. 34kN 

【 例 3-2】 如 图 3.9(a) 所 示 ， 在 水 平 梁 上 作用 有 集中 力 Fe 一 20kN,， 力 偶 矩 M= 

10kN。m， 载 荷 集 度 为 q=10kN/m 的 均 布 载荷 。 求 支 座 A、B 处 的 反 力 。 


y 
7 Fe Fr 














(9) (b) 
图 3.9 例 3-2 图 


解 : 选取 水 平 梁 AB 为 研究 对 象 ， 其 上 的 主动 力 有 Fc 、M 和 均 布 载 荷 g。 均 布 载荷 的 
载荷 集 度 9 是 单位 长 度 上 所 受 的 力 ， 因此 ， 均 布 载荷 可 简化 为 一 合力 ， 其 大 小 等 于 载荷 集 


























度 与 载荷 段 长 度 的 乘积 ， 其 作用 线 在 AB 的 中 点 。 约 东 反 力 有 Fa 、Fa, 和 Fs,。 选 取 坐 标 
轴 ， 如 图 3. 9(b) 所 示 。 列 平衡 方程 时 应 注意 ， 力 偶 在 任 一 轴 上 的 投影 都 等 于 零 ,因此 在 
投影 方程 中 不 考虑 力 偶 ; 另外 力 偶 对 任 一 点 的 矩 都 等 于 该 力 偶 矩 本 身 ， 因 此 不 论 对 何 点 取 
矩 ， 只 要 将 力 偶 矩 的 代数 量 代入 力矩 方程 即 可 。 于 是 有 平衡 方程 
SF,=0, Fu 一 Feccos60" 一 0 
EF,=0, Fw 十 Fa 一 4X4 一 Fesin60" 一 0 
EMA(F)=0, 4Fs,—qgX4X2—6Fcsin60"—M=0 





















































联 立 求解 ， 可 得 
Fn =10kN, Fu 一 8.84kN， Fs,=48.48kN 


3.4 物体 系统 的 平衡 闪 定 和 尊 不 寄 间 是 





在 工程 上 ， 经 党 衣 到 由 机 个 或 两 个 以 上 的 物体 构 志 入 并. 当 物 体系 平衡 时 ， 组 成 该 
系统 的 每 一 个 物体 者 处 于 平衡 状态 。 央 此 对 于 每 一 个 受 平面 任意 力 系 作用 的 物体 ， 均 可 写 
出 三 个 平衡 方程 。 例 如 ， 物 体系 及 个 物体 组 成 … 则 共有 3w 个 独立 方程 。 如 系统 中 有 的 
物体 受 平面 汇 交 力 系 或 平面 平行 力 系 作用 时 世 则 系统 的 平衡 方程 数目 相应 减少 。 当 系统 中 
的 未 知 量 数 日 等 于 独立 平衡 方程 的 数 自 尖 竺 求 的 未 知 量 全 部 能 用 列 平衡 方程 的 方法 求 出 ， 
这 样 的 问题 就 称 为 静 定 问题 。 前 面 列举 的 例子 都 局 于静 定 问 题 。 在 工程 上 有 很 多 构件 与 结 
构 ， 为 了 提高 构件 与 结构 的 刚度 和 坚 国 性 ， 常 常 增加 约束 2 因而 使 这 些 结构 的 未 知 量 的 数 
日 多 于 独立 平衡 方程 的 数 日 ;未 知 量 不 能 全 部 由 平衡 方程 求 出 ， 这 类 问题 称 为 超 静 定 问题 
( 静 不 定 问题 )。 - SR 

对 于 静 不 定 问题 > 必须 考虑 物体 因 受 力 作用 而 产生 的 变形 。 加 列 某 些 补充 方程 后 ， 才 
能 使 方程 的 数目 等 于 未知 量 的 数目 。 静 不 定 问题 已 超出 刚体 静 力 学 的 范围 ， 须 在 材料 力学 
和 结构 力学 中 研究 。 

如 图 3. 10(a) 所 示 一 厂房 结构 ， 可 对 项 拱 进 行 分 析 。 项 拱 可 视 为 两 端 用 固定 铵 链 支撑 
的 梁 ， 如 图 3. 10(b) 所 示 。 对 该 梁 进行 受 力 分 析 可 知 ， 两 端 各 有 两 个 约束 反 力 ， 共 四 个 约 
束 反 力 。 而 该 梁 受 力 构成 一 个 平面 任意 力 系 ， 只 能 列 出 三 个 独立 的 平衡 方程 。 未 知 量 的 数 
目 大 于 独立 的 平衡 方程 的 数目 ,未 知 量 不 能 全 部 由 平衡 方程 求 出 ， 故 这 是 一 个 静 不 定 
问题 。 
































(b) 
图 3.10 厂房 结构 
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如 图 3. 11(a) 所 示 为 机 床 主轴 ,该 轴 可 视 为 A 处 受到 固定 铵 支 座 约 束 ， 而 B、C 处 受 
到 活动 贸 链 支 座 约束 的 梁 ， 如 图 3. 11(b) 所 示 。 对 该 梁 进 行 受 力 分 析 可 知 ， 共 有 四 个 约束 
反 力 , 但 该 梁 也 只 能 列 出 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 故 该 梁 是 一 个 静 不 定 问题 。 几 种 常见 的 静 
定 梁 和 静 不 定 梁 的 比较 见 表 3 - 1。 



































a 加 
SS NSS 
ES [NN] 
4A 8 3 
(9) (b) 
图 3.11 机 床 主轴 
表 3-1 几 种 常见 的 静 定 梁 和 静 不 定 深 的 比较 
静 定 问题 x\ 静 不 定 问题 
A 
i - 
» li 
P > 本 本 
六 
A c B 

















【 例 3-3】 由 不 计 自重 的 三 根 直 杆 组 成 的 A 字形 支架 置 于 光滑 地 面 上 ， 如 图 3. 12(a) 
所 示 , 杆 长 AC= BC= 工 =3m，AD= BE==L/5, 支架 上 有 作用 力 局 ==0. 8kN, F,= 
0. 4kN，, 求 模 杆 DE 的 拉力 及 匀 C 和 A、B 处 的 反 力 。 

解 : A 字形 支架 由 三 根 直 杆 组 成 ， 要求 横 杆 DE 的 拉力 和 铵 C 的 反 力 必须 分 开 研究 。 
又 DE 为 二 力 杆 ， 所 以 可 分 别 研究 AC 和 BC 两 部 分 ,但 这 两 部 分 上 A、B、C、D、E 处 
都 有 约束 反 力 ， 且 未 知 量 的 数目 都 多 于 三 个 。 用 各 自 的 平衡 方程 都 不 能 直接 求 得 未 知 量 。 
如 果 选 整个 系统 为 研究 对 象 ， 则 可 一 次 求 出 系统 的 外 约束 反 力 ， 因 而 先 取 整体 为 研究 对 
象 。 其 受 力 分 析 如 图 3. 12(b) 所 示 ， 其 上 作用 有 主动 力 Fl 和 FF;，A、B 处 均 为 光滑 面 约 
东 ，, 而 A 处 是 两 个 方向 上 受到 约 东 ,因而 有 约 东 反 力 Fa, 、Fs, 和 Fs,， 建立 如 图 3. 12(b) 























图 3.12 例 3-3 图 


所 示 坐 标 系 。 列 出 平衡 方程 





ZF,=0, FA 一 已 一 0 
EF,=0, Fw 十 Fe 一 丙 寺 和 
六 PART 
SMA(F)=0, Fs,L +F. FsiAGQ0 Fcos60°=0 
联 立 求解 ， 可 得 A、B 处 的 反 力 为 本 
Fn 一 0.4kN， FS0.707kN, Fw 一 0.093kKN 
再 取 较 简易 部 分 BC 为 研究 对 象 ， 甚 受 力图 如 图 3. 12(c) 所 示 。 这 里 需要 注意 的 是 ，C 
处 反 力 在 整体 研究 时 为 内 力 ， 在 分 并 3C 时 ， 则 变 成 也 外 力 。 列 出 平衡 方程 
BF“=0, Fo —F, -6:2 
XC EF,=0, FaSPY=D 














SM F) =0, Fn 5 yh he0°—F, Lsin60"=0 
a 5 2 
联 立 求解 ， 可 得 横 杆 DE 的 拉力 及 匀 C 处 的 反 力 为 
Fc,=0.218kN, Fc,=0.093kN, Fs=—0.182kN 
本 题 还 可 分 别 取 BC 和 AC 部 分 为 研究 对 象 求解 ， 请 读者 自行 思考 ,并 与 上 述 方法 比 
【 例 3-4】 物体 重量 Q=1200N, 由 三 杆 AB、BC 和 CE 所 组 成 的 构架 以 及 滑轮 巨 支 
持 ， 如 图 3.13(a) 所 示 。 已 知 AD=DB==2m, CD 二 DE=1.5m，BC 与 CD 杆 夹 角 为 a， 
不 计 各 杆 及 滑轮 重量 。 求 支 座 A 和 B 处 的 约束 反 力 以 及 杆 BC 所 受 的 力 。 
解 : 先 取 整体 为 研究 对 象 ， 受 力图 及 坐标 系 如 图 3. 13(b) 所 示 , 设 滑轮 半径 为 -。 列 
平衡 方程 





ZF.=0, Fn—T=0 
PF,=0, Fw 十 Fa 一 Q=0 
EMAF)=0, Faw。4 一 Q。(2 十 门 一 工 。(1.5 一 六) 一 0 
其 中 ，T 一 Q， 联 立 求解 ， 可 得 
Fu 一 T 一 1200N， Fa,=150N, Fs,=1050N 
再 取 杆 CE (包括 滑轮 已 及 重 物 Q ) 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 3. 13(c) 所 示 。 列 平衡 
方程 














531 


NP 理 兴 力学 (第 2 版) ome- 


154 





(©) 


图 3.13 例 3-4 图 








EMb(F)=0, Fecsinae。1. 5 一 Q。r 一 T。(1. 5 一 r) 王 0 
解 得 杆 BC 所 受 的 力 Fc 的 大 小 为 A 





太一 Q 1200X V2 十 1.5 <X fs00N 
sina 2 We 
求 得 杆 BC 所 受 的 力 Fc 为 负 值 ， 说 明 杆 BC 受 压力 。 并- 


讨论 : NA 

(1) 本 题 机构 复 杂 、 约 束 较 多 ， 求 解 途径 也 很 多 。 如 果 将 机 构 全 部 拆 开 来 分 析 ， 将 暴 
露 许多 的 约束 反 力 ， 而 其 中 有 些 约束 反 力 是 不 需要 求 出 的 。 未 知 数 增多 后 ， 所 需要 列 出 的 
平衡 方程 数 也 要 增加 。 对 于 物体 系统 的 平衡 问题 ， 解 题 时 一 般 首先 考虑 整体 ， 然 后 再 根据 
题目 需要 考虑 物体 系统 中 的 一 部 分 或 单 刚体 。 在 本 例 中 AB 处 的 约束 反 力 都 是 外 力 ， 且 
未 知 量 正 好 三 个 ， 因 此 首先 以 整体 为 研究 对 象 是 比较 合适 的 ， 

(2) 要 迅速 判断 出 三 力 杆 人 沐 例 中 杆 BC 是 二 为 村 二 力 杆 的 内 力 沿 其 轴线 ， 其 指向 
可 根据 机 构 受 力 情况 判断 ， 难 以 判断 时 ， 可 任意 假设 ， 图 中 假设 杆 BC 受 拉力 。 

(3) 由 于 取 整 体 为 研究 对 象 不 能 求 出 丁当 C 的 内 力 ， 因 此 必须 第 二 次 取 研究 对 象 。 注 
意 每 取 一 次 研究 对 象 都 要 单独 画 出 其 受 力图 > 受 力图 必须 画 完整 ， 即 使 是 方程 中 不 出 现 的 
力也 应 画 出 其 约束 反 力 ， 如 本 例 中 图 3. 13(c) 上 点 D 的 约束 反 力 。 

(4) 建立 平衡 方程 时 ， 应 适当 选择 投影 轴 方向 和 甜心 位 置 ， 使 相应 方程 中 最 好 只 含有 
一 个 未 知 量 。 在 本 例 图 3. 13(b) 中 选 点 A 为 矩 心 可 直接 求 得 Fa 。 在 图 3.13 (ec) 中 取 点 DD 
为 矩 心 ， 只 需 列 一 个 方程 便 可 求 出 Fec。 由 于 点 D 约束 反 力 不 需 要 求 ， 因 此 对 图 3. 13(c) 而 
言 在 列 方程 时 ， 方 程 中 最 好 不 出 现 Fo, 和 Fb,， 所 以 只 需 列 一 个 对 点 D 的 力矩 方程 ， 而 不 
必 列 坐标 投影 方程 。 

【 例 3-5】 连续 梁 受 力 如 图 3. 14(a) 所 示 。 已 知 9 一 2kN/m，M 一 4kN*m，ao 一 30"， 
求 A 和 C 处 支 座 的 约束 反 力 。 

















(a) (b) 


图 3.14 例 3-5 图 
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解 : 本 题 是 研究 AB 和 BC 两 段 梁 构 成 的 连续 梁 ， 要 求 A 和 C 处 的 约束 反 力 ， 可 取 整 
体 为 研究 对 象 。 但 如 只 取 整 体 研究 ， 并 不 能 将 全 部 的 约束 反 力 全 部 求 出 。 所 以 还 要 另外 寻 
找 研究 对 象 ， 以 增加 平衡 方程 的 数量 。 但 要 注意 的 是 ,增加 的 方程 中 不 能 增加 新 的 未 知 
量 。 可 以 再 以 梁 BC 为 研究 对 象 ， 增 加 一 个 平衡 方程 后 可 以 求 出 题目 要 求 的 全 部 约束 反 
力 。 通 过 分 析 后 ， 我们 可 分 别 选择 整体 和 梁 BC 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 3. 14(a) 和 
图 3. 14(b) 所 示 。 分 别 列 平衡 方程 

整体 ZF,=0, Fu 一 Fecsina 一 0 

ZF,=0, FA 十 Feccosa 一 gX4 王 0 
EMA(F)=0, Ms 十 FccosaeX6 一 4X4X2 一 M=0 























BC 杆 : EM,=0, FecoseX2 一 M=0 
联 立 求解 ， 可 得 A 和 C 处 支 座 的 约束 反 力 
M 4 
Peja 5305 
Ws Poesia zt fly 
Fn, =—Fccosat+qX4= 2 EE +4X2=6kN 
MA 一 一 FecoseX6 十 4X4X2 直 Ms ws -A 上 2X4X2 十 4 一 8kN . m 

>3.5 平面 梅 架 


柏 架 是 工程 中 < 种 常用 的 结构 。 本 芹 简 草 介 绍 析 架 的 - 些 最 基本 的 概念 以 及 术 架 内 力 
的 计算 方法 ,个 、、 | 
3. 5. 1 顶 架 的 基本 概念 


析 架 是 由 许多 直 杆 联结 而 成 的 一 种 几何 形状 不 变 的 结构 。 检 架 中 杆 件 的 铵 链接 头 称 为 
节点 。 术 架 所 有 的 杆 件 都 在 同一 平面 内 ， 这 种 柏 架 称 为 平面 棉 架 。 
由 于 大 多 数 桥梁 、 屋 架 等 是 由 几 个 平面 柏 架 组 合 而 成 的 ， 所 以 在 此 只 讨论 平面 柏 架 。 
梅 架 由 许多 直 杆 组 成 ， 各 杆 的 长 度 可 以 较 短 ， 重 。 同 时 ， 在 实际 结构 中 ， 
量 使 外 来 的 载荷 集中 地 作用 于 各 杆 连 接 的 地 方 ， 使 每 一 直 杆 的 弯曲 变形 减低 到 很 小 的 程 
度 ， 在 初步 计算 中 ， 可 以 作为 次 要 因素 而 略 去 不 计 。 也 就 是 说 ， 可 以 把 构成 杭 架 的 每 一 根 
杆 看 做 只 承受 拉力 或 压力 的 构件 。 这样。 将 大 大 地 简化 内 力 的 计算 ,而 所 得 到 的 结果 与 实 
际 情 况 相 差 不 大 。 因 此 ， 在 初步 计算 析 架 各 杆 的 内 力 时 ， 可 以 有 下 面 的 几 个 假定 。 
(1) 平面 枯 架 由 许多 直 杆 组 成 ， 杆 的 轴线 在 同一 平面 内 。 
(2) 杆 件 的 重量 不 计 ， 或 平均 分 配 在 杆 件 两 端的 节点 上 。 
(3) 杆 件 用 光滑 的 铵 链 连接 。 























曾 












































(4) 所 有 外 力 ， 包 括 载荷 及 支 座 上 的 约束 力 ， 均 在 各 杆 所 在 的 平面 内 ， 并 且 作 用 于 节 





点 上 。 图 3. 15(Ca) 、(b) 都 是 应 用 术 架 的 实际 例子 。 
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(a) 
图 3.15 术 架 实例 
实际 的 柏 架 当然 与 上 述 假设 有 差别 。 例 如 ， 术 架 的 节点 不 是 铵 接 的 ， 杆 件 的 中 心 线 也 
不 可 能 是 绝对 直 的 。 但 上 述 假设 能 简化 计算 ， 而 且 所 得 的 结果 符合 工程 实际 的 需要 。 根 据 
这 些 假 设 ， 术 架 的 杆 件 都 可 以 看 做 二 力 杆 。 


3.5.2 栓 架 内 力 的 计算 





1. 节点 法 


顶 架 的 每 个 节点 都 受 一 个 平面 汇 交 力 系 的 作用 2 海 了 求 每 个 杆 件 的 内 力 ， 可 以 逐个 地 
取 节点 为 研究 对 象 ， 由 已 知 力求 出 全 部 未 知 力 , 这 就 是 节点 法 。 
【 例 3-6】 平面 克 架 的 尺寸 和 支 座 如 图 1346(a) 所 示 。 求 桩 架 各 杆 件 所 受 的 内 力 及 A、 
B 两 处 的 约束 反 力 。 <, 
解 : 本 题 应 用 节点 法 求解 杭 架 各 杆 的 内 力 。 节点 C 受到 杆 6 和 杆 7 的 内 力 及 主动 力作 
用 ,可 以 首先 取 节 点 C 为 研究 对 象 .其 受 力 如 图 3. 16( 访 所 示 。 列 该 点 的 平衡 方程 
[SF,=0， Sisinayr 和 0 午 07 








5 
D 
2m 
5 Ys 
Ss 
Ss Sy c 
E 5 
10KN 10kN 
(a) (b) 
图 3.16 例 3-6 图 
而 sina= 启 ， 于 是 可 得 杆 6 的 内 力 为 


Si 一 10V5 一 22. 4kN 
ZF,=0,， —Sscosa—S;=0 
解 得 杆 7 的 内 力 为 
2 
S; 一 一 10V5 X 二 = 一 20kN 


然后 选 节点 下 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 3. 16(b) 所 示 ， 列 出 节点 下 的 平衡 方程 














I Ll el lal 
= 





EF,=0, S$;—10=0 
解 得 杆 5 的 内 力 为 
S; =10kN 
ZF,=0, 一 S 十 S!=0 
由 于 S; 二 S;， 解 得 杆 4 的 内 力 为 
S,=—20kN 
再 选 节点 DD 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 3. 16(b) 所 示 ， 列 出 节点 D 的 平衡 方程 
SF,=0, S!cosa—S;cosa—Sscosa=0 
= S! 一 Sisina 一 Sisina 十 Ssina 一 0 
联 立 上 面 两 式 ， 解 得 2、3 两 杆 的 内 力 为 
S: 一 155 一 33. 5kN, S: 一 一 5V5 一 一 11.18KN 
再 选 节点 A 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 3. 16(b) 所 示 ， 列 出 策 丙 A 的 平衡 方程 
ZF,=0, 5S, 下 AR NAN 
由 于 S:=S;, ， 解 得 杆 1 的 内 力 为 






















解 得 A 处 的 约束 反 力 
SM 
最 后 选 节 点 B 为 研究 对 如 : 受 力 分 析 如 图 | 





i ; 列 出 节点 B 的 平衡 方程 


~ NS 
解 得 村 -二 


解 得 
Fw 一 5+1545X 霹 一 20kN 
这 样 ， 榆 架 杆 件 内 力 及 支 座 反 力 已 全 部 求 出 ， 正 号 表示 杆 件 受 拉 ， 负 号 表示 杆 件 受 压 。 
2. 截面 法 
如 果 只 要 求 计算 机 架 内 某 几 个 杆 件 所 受 的 内 力 ， 可 以 适当 地 选取 一 截面 ， 假 想 地 把 顶 
架 截 成 两 部 分 ， 然 后 取 其 中 任 一 部 分 为 研究 对 象 ， 通 过 建立 平衡 方程 ， 求 出 这 些 被 截 杆 件 
的 内 力 ， 这 种 计算 机 架 内 力 的 方法 称 为 截面 法 。 
【 例 3-7】 如 图 3.17(a) 所 示 平 面 桐 架 ， 各 杆 件 的 长 度 都 等 于 lm。 在 节点 下 上 作 
载荷 P,=10kN， 在 节点 G 上 作用 载荷 P;=7kN。 试 计算 杆 1、2 和 杆 3 的 内 力 。 
解 : 先 求 术 架 的 支 座 反 力 。 以 杭 架 整体 为 研究 对 象 。 列 出 平衡 方程 
ZF,=0, FA 一 0 
EFMs(F)=0, FuwX3 一 P,X2 一 P,X1=0 
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(a) {b) 


图 3.17 例 3-7 图 





解 得 固定 铵 支 A 的 约束 反 力 为 
Fi =0, Fi = =9kN 
用 假想 的 面 mn 截取 顶 架 ， 取 枯 架 左 半 部 分 为 研究 对 所 习 爱 力 分 析 如 图 3.17(b) 所 示 ， 
列 平衡 方程 AN > 
EF,=0, Fw 一 PSisihi60" 一 0 
解 得 杆 2 的 内 力 ， 即 SN 厂 
了 Me(CF)=D、 NS xsin60* “EX1=0 
解 得 杆 1 的 内 力 ， 即 3 SS NS 
i 
Si Ey i oN 





解 得 杆 


计算 结果 


本 章 主 要 研究 平面 任意 力 系 的 简化 与 平衡 。 在 工程 实际 中 ， 很 多 问题 都 可 以 简化 为 平 
面 任意 力 系 来 处 理 ， 因 此 ， 本 章 的 理论 应 用 较 广 泛 ， 是 静 力 学 的 重点 内 容 之 一 。 
力 线 平移 定理 是 平面 任意 力 系 简化 的 基础 。 根 据 力 线 平移 定理 ,可 将 平面 任意 力 系 简 


化 为 作 


力 系 中 各 力 的 矢量 和 ， 而 与 简化 中 心 的 选择 无 关 ; 附加 力 偶 的 力 偶 矩 称 为 原 力 系 对 简化 中 
心 的 主 矩 ， 它 等 于 原 力 系 中 各 力 对 简化 中 心 之 矩 的 代数 和 ,一般 与 简化 中 心 的 选择 有 关 。 
平面 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 平面 任意 力 系 的 主 矢 和 对 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 





零 。 由 1! 


在 求解 物体 系 的 平衡 问题 时 应 注意 : 


3 的 内 区 即 信 
一 一 Si 一 人 cos60° =9. 82kN 
中 内 力 池 现 负 信 的 村 为 压 村 ， 而 内 力 是 正 值 的 杆 为 拉杆 。 


小 结 























于 简化 中 心 的 一 个 力 和 一 个 附加 力 偶 。 这 个 力 的 矢量 称 为 原 力 系 的 主 和 拓 ， 它 等 于 





T 




















t 导 出 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 ， 








FF 面 汇 交 力 系 和 平面 力 偶 系 是 平面 任意 力 系 的 特例 。 
首先 ， 分 析 物 体系 统 由 几 个 物体 组 成 ， 判 断 研究 








的 系统 是 静 定 的 还 是 静 不 定 的 ; 其 次 ， 根 据 题目 的 要 求 选 取 适 当 的 物体 ( 它 可 以 是 单个 物 
体 或 物体 系统 的 一 部 分 或 整个 系统 ) 作 为 研究 对 象 ， 画 出 所 选 研 究 对 象 的 受 力图 ; 再 次 ， 
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根据 受 力图 建立 平衡 方程 ， 列 平衡 方程 要 避 开 不 需要 求 的 未 知 量 在 方程 中 出 现 ， 可 以 选取 
适当 的 方向 进行 投影 或 选择 适当 的 点 作为 矩 心 ; 最 后 ,一 个 方程 尽量 只 出 现 一 个 未 知 量 ， 
以 达到 求解 简便 的 目的 。 

平面 桐 架 是 平面 任意 力 系 在 工程 结构 中 的 具体 应 用 。 计 算 顶 架 内 力 的 方法 有 节点 法 和 
截面 法 。 节 点 法 逐个 地 选取 节点 为 研究 对 象 ， 由 已 知 力求 出 全 部 杆 件 内 力 的 方法 。 如 果 只 
要 求 计算 枯 架 内 某 几 个 杆 件 所 受 的 内 力 ， 可 以 适当 地 选取 一 截面 ， 假 想 地 把 杭 架 截 成 两 部 
分 ， 然 后 取 其 中 任 一 部 分 为 研究 对 象 ， 通 过 建立 平衡 方程 ， 求 出 这 些 被 截 杆 件 的 内 力 ， 这 
种 计算 杆 架 内力 的 方法 称 为 截面 法 。 














习 题 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 错 误 的 打 “X") /人 
“ 淋 画 图标 疝 A。 王 症 训 条 化 ， 宇 息 部 为 志 ， 观 尼 生 本 “ 定 玉 六 。 
. 力 沿 其 作用 线 移动 不 改变 力 对 点 之 矩 的 效果 .和 
. 力 系 简化 的 最 后 结果 为 一 力 偶 时 ， 主 拓 与 价 花 下 无关。 
.用 蕉 面 法 解 术 架 问题 时 ， 只 需 截断 所 求 部 分 灶 件 。 
. 判断 结构 是 否 静 定 ， 其 根据 是 :所 有 的 未 知 量 能 否 具 通过 列 平衡 方程 全 部 求 出 ， 
PE ( ) 
a -点 [化 后 > 党 主 失 一 0. 而 主 矩 Mo 去 0， 则 原 力 系 简化 的 结 
人 合力 偶 ， 合 力 偶 矩 等 平 主 莽 ， 此 昌 与 简化 申 心 位 置 无 关 。 ( ) 
人 -点 简化 后 ， 天 0 而 主 矩 Mo 二 0， 则 原 力 系 简化 的 结 
二 个 合 大 合力 通过 简化 中 心 。 «< ¢ ) 
8. 在 一 和 平面 任意 力 系 向 作 而 光一 点 简化 ， 可 以 得 到 一 个 合力 和 一 
合力 偶 矩 。 ¢ 
9. 已 知 作用 手 刚 体 上 所 有 力 在 革 _- 从 标 办 上 投影 的 代数 和 等 于 零 ， 则 这 些 力 的 合力 

















a 


















为 零 ， 刚 体 处 于 平衡 状态 。 ( ) 
10. 平面 任意 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 : 力 系 的 主 矢 和 力 系 对 任何 一 点 的 主 矩 都 
等 于 零 。 ( ) 
11. 杭 架 是 一 种 由 杆 件 彼此 在 两 端 用 铵 链 连接 而 成 的 结构 ， 它 在 受 力 以 后 几何 形状 可 
以 发 生 改 变 。 ) 
二 、 填空 
1. 在 简化 已 知 平面 任意 力 系 时 ,选取 不 同 的 简化 中 心 ， 主 矢 主 和 矩 
2. 对 于 平面 任意 力 系 ,一 般 情况 下 由 个 物体 所 组 成 的 物体 系统 可 以 列 出 独 
立 平衡 方程 。 
3. 主 矢 与 简化 中 心 位 置 ” ,而 主 矩 与 简化 中 心 位 置 





4. 在 平面 任意 力 系 中 ,合力 对 任 一 点 之 抢 ， 等 于 各 分 力 对 同一 上 之 矩 的 代数 和 ， 即 
Mo(Fr) 二 沁 Mo(F)， 称 为 加 

5. 若 物体 系 中 所 有 未 知 量 数目 不 超过 独立 方程 个 数 ， 则 所 有 未 知 量 可 由 平衡 方程 解 
出 ， 这 类 问题 称 为 ; 反之 则 为 
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6. 如 果 从 顶 架 中 任意 消除 一 根 杆 件 ， 顶 架 就 会 活动 变形 ， 称 这 种 枯 架 为 
反之 则 为 
7. 在 平面 静 定 检 架 中 ， 杆 件 的 数目 mr 与 节点 的 数目 之 间 的 关系 是 
8. 计算 平面 静 定 术 架 杆 件 内 力 的 两 种 基本 方法 是 
三 、 选 择 题 
1. 如 图 3. 18 所 示 ， 平面 力 系 向 A 点 简化 得 主 矢 Fka 和 主 矩 M，。， 向 B 点 简化 得 主 矢 
Fis 和 主 矩 Ms。 以 下 四 种 说 法 ,正确 的 是 ( Ys 
A. Fa=Fhs, Ma=Ms BF 天 Fl，MA 一 Mr 
CFA 天 Fi，MA 天 Ma D. Fly=Fls, MA Ms; 
2. 如 图 3. 19 所 示 , 平面 内 一 力 系 FF 一 F,，F, 一 F,， 此 力 系 简 
化 的 最 后 结果 为 (  )。 1 








A. 作用 线 过 B 点 的 合力 B. 一 个 力 偶 
C. 作用 线 过 O 点 的 合力 D. 力 系 平衡 


3. 如 图 3. 20 所 示 ， 刚 体 在 一 个 平面 任意 力 系 作 用 下 处 于 平衡 
状态 ， 以 下 四 组 平衡 方程 中 不 独立 的 是 (。。)。 
A, ZF,=0, ZFe=0, DZMA(F)=D 
B. PEMo(F)=0, DMF)=0 YMA(F)=0 
C. SMo(F)=0, SMe(F)E Oe 
D. ZF.=0, ZF,=0, SMW)=0 














图 3.19 题 三 (2) 图 图 3.20 题 三 (3) 图 
4. 如 图 3. 21 所 示 的 四 种 结构 中 ,各 杆 重 忽 略 不 计 ， 结构 的 是 (  )。 





也 


(a) (b) 人 


图 3.21 题 三 (4) 图 














加 








5. 如 图 3. 22 所 示 的 四 种 结构 中 ， 梁 、 直 角 刚 架 和 工 形 刚 杆 的 自重 均 忽 略 不 计 ， 其 中 
是 静 不 定 结构 的 是 ( Di 


@ / : 由 


图 3.22 题 三 (5) 图 


6. 人 个 力 御 ,这 个 力作 用 在 (  )。 


工 轴 上 B. y 轴 上 NG ee D. 简化 中 心 
由 六 为 W 的 均匀 杆 EF 放 在 光滑 的 水 平面 E 次 B 


上 ,在 两 端 沿 其 轴线 方向 作用 拉力 .PC 和 Ow 如 ee DE RR NL Rees 
图 3. 23 所 示 ， 且 PQ。 如 将 杆 在 和 AA、BM C 三 个 的 




















截面 处 均 分 四 段 ， 则 在 A、B C 宇 处 粮 面 的 张力 。 > 二 -| 
的 关系 为 ( 天 A \ x 图 3.23 题 三 (7) 图 

A. SA=Ss=—SoX \B. Sc<Sn<S, 

C. SA 一 Ssxck- \W Sc=<$<Ss 

8， 如 图 3.24 所 未 三 种 受 力 情况 ， 关 羊 对 支 康 A、B 约束 反 力 大 小 正确 的 答案 是 (。。)。 

A 三 种 情况 相 同 ，F, 一 Fs 一 全 B， 三 种 情况 相同 ，F4 一 Fs 一 上 

C. 三 种 情况 相同 ,Fs 二 Fs 二 FF ， 三 种 情况 不 相同 

4 RR Bs a 3 M=Fl 

1 1 
(9) (b) (©) 


图 3.24 题 三 (8) 图 


9. 矩形 ABCD 平板 受 力图 如 图 3. 25 所 示 。 下 面 为 其 四 组 平衡 方程 ， 其 中 只 有 ( ) 
组 是 独立 的 方程 。 





EMACF)=0 EMaA(F)=0 
A. 1 TMs(F)=0 EM (F)=0 
EF,=0 EF,=0 
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SMF)=0 
DMs(F)=0 
> EMs(F)=0 
C. 1 DMs(F)=0 D. 
PMc(F)=0 
EM(F)=0 
EMDp(F)=0 








10. 某 平面 平行 力 系 , 已 知 下 二 10N,，F, 一 4N，F; 一 FR 一 8N，F; 二 10N,， 受 力 情况 
如 图 3. 26 所 示 ， 尺 寸 单位 为 cm， 则 此 力 系 简化 的 结果 与 简化 中 心 的 位 置 关系 为 ( 


C. 若 简化 中 心 在 Ox 轴 上 ， 则 与 简化 中 心 无 关 
D. 若 简化 中 心 在 Oy 轴 上 ， 则 与 简化 中 心 无 关 


yp 开 


MINE LE NT 

-一 一 -一 一 一 一 一 一 
ON 20 30 40 50 习 
图 3.25 题 三 (9) 图 了. 、 图 3.26 题 三 (10) 图 





四 、 计 算是 >y ee 
1. 重 物 悬 挂 如 图 3. 27 所 项 "已 知 G=1. 8kN， 其 他 重量 不 计 。 求 饺 链 A 的 约束 反 力 
和 杆 BC 所 受 的 力 。 > 


100N 








图 3.27 题 四 (1) 图 图 3.28 题 四 (2) 图 





图 3.29 题 四 (3) 图 
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4. 静 定 多 跨 梁 的 荷载 及 尺寸 如 图 3. 30(a) 、(b) 所 示 ， 长度 单 位 为 m， 求 支 座 的 约束 
反 力 。 


20kNm 2.5kNm 
SkN:m 


{b) 
图 3.30 题 四 (4) 图 
5. 均 质 圆柱 体 O 重 为 P， 半 径 为 -， 放 在 墙 与 板 BC 之 间 ， 如 图 3. 31 所 示 ， 板 长 
BC=L, 其 与 墙 AC 的 夹 角 为 a， 板 的 B 端 用 水 平 细 绳 BA 拉 住 :人 端 与 墙 面 间 为 光滑 锭 
链 。 不 计 板 与 绳子 自重 ， 问 e 角 多 大 时 ， 绳 子 AB 的 拉力 为 最 小 。\ 
6. 求 图 3. 32 所 示 悬 臂 梁 的 固定 端的 约束 反 力 。 已 知 M 二 ga 。 

















图 3-31、 题 由 (5) 图 “图 3.32 题 四 (6) 图 
7 如 图 3s38Ca) 、(b) 所 示 承 重 架 ， 不 计 各 杆 与 滑轮 的 重量 。A、B、C、D 处 均 为 贸 
链 。 已 知 AB==BC==AD==250mm， 滑轮 半径 R= 二 100mm， 重 物 重 W= 二 1000N。 求 匀 链 A、 
D 处 的 约束 反 力 。 





tb) 





图 3.33 题 四 (7) 图 











8. 如 图 3. 34 所 示 结 构 中 ,Pi = 二 10kN，P, = 二 12kN. g= 二 2kN/m， 求 平衡 时 支 座 A、B 
的 约束 反 力 。 
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9. 如 图 3. 35 所 示 构 架 ， 轮 重 为 PP， 半径 为 -，BDE 为 直角 弯 杆 ，BCA 为 一 杆 。A、 
B、 下 为 匀 链 ， 点 也 为 光滑 接触 ，BC 二 CA 二 L/2, 求 点 A、B、D 约束 反 力 和 轮 压 ACB 
杆 的 压力 。 





2 E ZA2 


图 3.34 题 四 (8) 图 图 3.35 题 四 (9) 图 


10. 构架 由 ABC、CDE、BD 三 杆 组 成 ， 尺寸 如 
图 3. 36 所 示 x 加、E、D、E 处 均 为 匀 链 。 各 杆 重 不 
计 ， 已 知 均 布 载荷 为 94， 求 点 下 的 约束 反 力 和 杆 BD 
所 受 力 -| 

于 一 如 图 3. 37 所 示 的 构架 由 杆 AB 和 BC 组 成 ， 

\ 重 物 M 重 P=2kN。 已 知 AB=AC=2m, DD 为 杆 AB 
前 中 点 ， 定 滑轮 半 答 开关 0. 3m， 不 计 滑 轮 及 杆 的 自 
重 . 求 支 座 AGE 处 的 约束 反 力 。 

12. 已 知 力 了 ， 用 截面 法 求 如 图 3. 38 所 示 各 桩 架 
中 杆 .AE:, 杆 EF 和 杆 BD 的 内 力 。 

图 3.36、 题 四 (10) 图 135 潭 架 如 图 3. 39 所 示 , 已 知 力 和 尺寸 1， 试 
求 杆 件 BC、DE 的 内 力 。 








图 3.37 题 四 (11) 图 图 3.38 题 四 (12) 图 图 3.39 题 四 (13) 图 


164 





2 


掌握 程度 


第 水 总 
间 力 系 


相关 知识 





空间 汇 交 力 系 





间 汇 交 因 系 的 合成 与 平衡 


平面 汇 交 力 系 





空间 力 偶 系 


条 件 


平面 力 偶 系 





空间 任意 力 系 





间 任 意 力 系 的 合成 与 平衡 


平面 任意 力 系 





重心 
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我 国 是 世界 上 古老 的 文明 国家 之 一 ， 生 产 和 科学 技术 都 发 展 得 比较 早 。 远 在 新 石器 
时 代 ， 木 架 建筑 已 初 具 规模 。 中 国 西安 半 坡 遗址 出 土 的 汲 水 壶 采取 尖 底 的 形式 ， 利 用 重 
心 ， 空 过 在 水 面 上 会 倾倒 ， 壶 满 时 会 自动 恢复 竖 直 位 置 。 春 秋 未 期 成 书 的 《 考 工 记 》 中 
有 不 少 与 力学 有 关 的 技术 问题 的 记述 。 战 国 时 期 以 墨 翟 为 首 的 墨家 的 代表 作 《 墨 经 》 
中 ， 有 涉及 重心 的 概念 。 

拔河 时 人 们 为 了 取胜 ， 常 采用 后 仰 的 姿势 ， 这 是 为 什么 呢 ? 原来 ,任何 物体 都 有 重 
心 ， 重 心 越 低 ， 稳 定性 越 强 ， 人 体 的 几何 中 心 在 小 腹 ， 重 心 在 恬 部 。 拔 河 比赛 能 否 取 
胜 ， 与 重心 的 高 低 、 脚 与 地 面 的 摩擦 以 及 用 来 维持 身体 后 仰 状态 的 踊 地 力 有 直接 关系 。 

走钢丝 的 杂技 演员 ， 常 伸 开 双 辟 ， 当 身体 摇晃 要 倒 下 时 ， 人 们 往往 摆动 两 禹 ， 目 的 
是 让 物体 的 重力 作用 线 (通过 重心 的 竖 直 线 ) 必 须 通过 支撑 面 " 以 保 竺 平衡 ， 他 们 手中 还 
常 拿 着 长 长 的 竹竿 ， 或 者 花 伞 、 彩 扇 等 ， 这 些 物品 起 着 “《 延 状 手 辟 ” 的 作用 ， 是 帮助 身 
体 平衡 的 辅助 工具 ， 也 是 为 了 改变 自己 的 重心 ,保证 演 册 的 成 功 ， 而 不 是 为 了 增加 表演 
的 难度 。 < 

通过 本 章 的 学 习 ， 读 者 既 可 以 对 三 脚 架 和 入 办 装置 进行 受 力 分 析 ， 也 可 以 对 车 床 中 
工件 进行 力 的 分 析 ， 还 可 以 自己 设计 一 些 简单 的 结构 。 


2 RN 一 





4.1 空间 汇 交 力 系 


力 的 作用 线 不 在 同一 平面 内 的 力 系 ， 称 为 空间 力 系 。 与 平面 力 系 一 样 ， 可 以 把 空间 力 
系 分 为 空间 汇 交 力 系 、 空 间 力 偶 系 和 空间 任意 力 系 来 研究 。 本 章 将 平面 问题 中 力 在 坐标 轴 
上 的 投影 、 力 对 点 之 矩 、 力 偶 矩 等 概念 ， 推广 到 空间 的 情形 。 


4.1.1 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 
力 在 直角 坐标 轴 上 有 两 种 投影 方式 ， 如 图 4. 1 所 示 ， 即 直接 投影 (又 称 一 次 投影 ) 和 间 
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接 投 影 ( 又 称 二 次 投影 ) 。 





(a) 直接 投影 (b) 同 接 投影 
图 4.1 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 


1) 直接 投影 法 K 人 人 

若 已 知 力 下 与 直角 坐标 系 Ozyx 三 轴 间 的 正 向 夹 角 分 别 海 %、B、Y， 如 图 4.1(a) 所 示 ， 
则 力 正 在 这 三 个 轴 上 的 投影 可 表示 为 下 , 王 Fcosae，Fv 二 Feosp， F.= 二 Fcosy。 若 i、j、k 分 
别 为 沿 z、>、= 轴 的 单位 矢量 ， 力 正 沿 三 : 轴 的 分 放 为 并、 下 , FF., 出入 可 表示 内 

F=F,+F,+F.=NED 十 Fw (4-1) 

显然 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 分 力 的 大 小 和 投影 的 绝对 值 相等 ， 但 投影 是 代数 量 ， 分 力 是 
矢量 。 QA 

2) 间接 投影 法 KN — 

当 力 与 坐标 轴 Oz 、Oyi 之 间 的 夹 角 a、B 不 易 确定 时 >、 可 先 把 力 投影 到 坐标 平面 
Ozy 上 ， 得 到 F,, ( 力 在 平面 止 的 投影 是 矢量 ) ， 然 后 再 投影 到 坐标 轴 xz、y 上 ， 如 图 4.1 
(b) 所 示 。 这 种 方法 称 为 间接 投影 法 。 在 图 4. 1Cb) 中 若 已 知 角 y 和 力 正 在 zy 下岗 的 
投影 F, 与 x 轴 间 的 决 角 p， 则 力 在 未 个 付 标 轴 上 的 投影 为 F, = Fsinycosg, 下 ， 
Fc5sy。 





Fsinysing, 
4. 1.2 空间 汇 交 力 系 的 合成 
空间 汇 交 力 系 是 指 力 系 的 作用 线 在 空间 分 布 且 汇 交 于 一 点 的 力 系 。 将 平面 汇 交 力 系 的 


合成 法 则 扩展 到 空间 ， 可 得 空间 汇 交 力 系 的 合力 等 于 各 分 力 的 矢量 和 ,合力 的 作用 线 通过 
汇 交 点 ， 即 


























= 忆 (4-2) 
将 合力 沿 三 个 坐标 轴 分 解 ， 可 将 合力 表示 为 
有 = Fr 十 Fe 十 Fe- 一 下 RE 十 Fe 十 Fe (4-3) 
将 式 (4 -1) 代 入 式 (4 -2)， 并 结合 式 (4 -3)， 可 得 
en 
Fry=Fu+Fyst*… 二 +F, = EF, | 
Fe 一 FF 十 F- 十 … 十 FF 一 忆 F- 











这 样 ， 合 力 的 大 小 和 方向 可 分 别 表示 为 
有 一 VF TR, +R = V(DF.) +(DF,) +(F.) | 





1 i Fi HP, Fr._ SEF. (= 


Fr Fr cosp: Fr Fr cosy Fr Rs 




















Cosa 
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式 中 ,a、B、7Y 分 别 为 合力 Fr 与 -、y、z 轴 正 向 间 的 夹 角 。 
4.1.3 空间 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 
空间 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 该 力 系 的 合力 等 于 零 ， 即 





Fr=2>F,=0 
由 式 (4 -4) 可 知 ， 为 使 合力 Fk 为 零 ， 必须 同时 满足 
EF,=0, ZF,=0, PF.=0 (4-5) 


式 (4 -5) 称 为 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 

【 例 4-1】 如 图 4.2 所 示 的 结构 ,三 杆 DA、 
DB、DC 用 铵 链 连接 起 来 ， 三 点 A、B、C 用 锐 链 固 
定 在 水 平面 上 ， 重 量 为 10kN 的 物 块 挂 在 点 D， 试 求 
三 杆 所 受 的 力 。 

解 : 取 节 点 D 为 研究 对 象 。 因为 三 杆 均 为 二 

， 假 设 均 受 拉力 s\ 点 \D 受 力 分 析 如 图 4. 2 所 孙 ， 它 
人 次 力 系 。 建立 如 图 4. 2 所 示 的 坐标 
系 ， 并 应 用 空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 ， 可 得 


Fpscos45°— Fm cos45r 0 

















— Fossin45” « Co830°—Fn sin45° » cos30°— Fe cos15°=0 





—Fbps sin45® Ssi30°— Fm sin45” » Sin30 一 Focsin15 "一 G 一 0 
联 立 求解 ， 可 得 三 杆 所 受 的 方 分 别 为 礼 

ESFm 一 一 26. 4kN, 
式 中 ，Fm 和 下 wy 为 负 值 ， 说 明 杆 DA、D 及 均 受 压力 ， 而 Foc 为 正 值 ， 说 明 杆 DC 为 
拉杆 。 、 y 本 





4.2 力 对 点 之 矩 和 力 对 轴 之 矩 


4.2.1 力 对 点 之 矩 


前 面 我 们 在 平面 问题 中 讨论 过 力 对 点 之 和 矩 ， 知 道 了 在 平面 上 力 对 点 之 矩 是 代数 量 。 那 

么 ， 在 空间 问题 中 ， 一 个 力 对 空间 的 任意 一 点 的 矩 如 何 来 描述 呢 ? 我 们 知道 ， 一 个 力 使 物 
体 绕 空间 某 个 点 转动 不 仅 和 力矩 的 大 小 、 转 向 有 关 ， 而 且 还 和 
力 与 矩 心 所 组 成 的 平面 的 方位 有 关 ， 这 三 个 因素 可 以 用 一 个 矢 
量 来 描述 。 事 实 上 ， 我们 应 用 平面 力矩 概念 ， 很 容易 得 到 力 对 
空间 任 一 点 之 矩 。 如 图 4. 3 所 示 的 空间 力 下 对 空间 任 一 点 O 
的 矩 是 矢量 ， 称 为 力矩 矢 ， 用 Mo(F) 表 示 。 力 矩 撩 Mo (FE) 与 
力 焉 和 矩 心 O 所 确定 的 平面 垂直 ， 而 指向 按 右手 螺旋 法 则 确 
定 ， 即 以 右手 四 指 的 绕 向 表示 力 使 物体 绕 矩 心 O 转动 的 方向 ， 
大 拇指 的 指向 为 力矩 矢 Mo(CFE) 的 指向 。 由 于 力 对 点 之 抢 与 矩 
心 的 位 置 有 关 ， 力 矩 矢 Mo (FF) 一 定 要 画 在 矩 心 0 上，Mo(CF) 图 4.3 空间 力 对 点 之 矩 









































和 
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称 为 定位 矢量 。 若 以 上 表示 力 正 的 作用 点 A 对 和 矩 心 的 矢 径 ， 则 力 下 对 矩 心 O 点 的 矩 可 表 
Mo(F)=rXF (4-6) 
设 力 下 作用 点 A 的 坐标 为 (x，y，x), 力 下 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 为 F,、F 
F.， 则 


F=F,i+F,j +F.k, r= zk， 力 对 点 O 的 矩 可 表示 为 





Mo(F) 一 rX 下 一 一 (yF. 一 =F,)i 十 (=F, 一 zF.)7 十 (zF, 一 yF,)K 


mW 如 总 





有 





了 

到 

(4-7) 

式 (4 -7) 称 为 力矩 撩 的 矢量 表达 式 ， 式 中 单位 矢量 i、j、k 前 的 系数 ， 就 是 Mo(F) 在 

应 的 坐标 轴 上 的 投影 。 若 用 [Mo(F)].、[MoCE)],、[M5CE] 汾 别 表示 力矩 矢 在 <、 
>、= 轴 上 的 投影 ， 则 有 AAAN 

[Mo(E)], 一 >yF. 一 =F,， DA TMGPD].=zF, 一 >F，(4-8) 


4.2.2 力 对 轴 之 和 矩 YO 


力 对 轴 之 矩 是 力 使 刚体 绕 该 轴 转 动 效 应 应 的 诞生 ， 力 对 轴 之 矩 是 一 个 代数 量 ， 其 绝对 值 
等 于 该 力 在 重 直 于 该 轴 的 平面 的 投放 落下 这 个 平面 与 该 轴 的 交点 之 息 ， 如 图 4.4 所 示 的 
力 下 对 * 轴 的 矩 可 表示 为 


1 





,M,CE)E Mo(F,,)=+b, (4-9) 
其 正 负 号 按 右手 螺旋 法 则 确定 ， 即 以 右手 四 指 的 绕 向 表示 力 使 物体 绕 轴 转 动 的 方 
， 大 拇指 指向 与 = 轴 一 致 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 胃 式 (4 -9) 通 过 分 析 得 到 力 对 轴 之 生息 于 
od dl pe A 
(1) 力 与 轴 相 交 ， 即 d= 二 0。 
(2) 力 与 轴 平 行 ， 即 F,, 二 0。 两 种 情况 综合 起 来 ， 即 当 力 与 轴 在 同一 平面 时 ， 力 对 该 
轴 之 矩 等 于 零 。 图 4. 5 给 出 了 空间 力 对 < 轴 之 矩 的 解析 表达 式 ， 即 
M.(F)=Mo(F,,)=Mo(F.)+Mo(F,)=zxF,— yF., 

















图 4.4 空间 力 对 轴 之 矩 (一 ) 图 4.5 空间 力 对 轴 之 矩 ( 二 ) 


同 理 ， 可 得 力 正 对 工 、y 轴 之 矩 的 解析 表达 式 
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M,(F)=yF.—zF, 
M,(F)=zF,—zF. 
力 对 轴 的 矩 的 单位 为 N "me。 


4.2.3 力 对 点 之 矩 和 力 对 过 该 点 的 轴 之 矩 间 的 关系 


从 上 述 分 析 结果 可 知 ， 力 对 点 之 矩 在 通过 该 点 的 某 坐 标 轴 上 的 投影 ， 等 于 力 对 该 轴 之 
和 矩 ， 即 
[Mo(F)],=M.,(F) 
[M6(F)],=M,(F) (4—10) 
[Mo(F)]:=M.(F) 


4.2.4 空间 汇 交 力 系 合力 矩 定理 


设 力 Fl 与 F; 为 作用 于 刚体 上 同一 点 A 点 的 两 个 力 ， 其 合 为 为 Fe， 如 图 4.6 所 示 。 自 
和 矩 心 0 至 A 作 矢 径 >， 显 然 含 放 F 对 任意 点 O 的 矩 为 
Mo (Fg) =ra X Fr 
由 于 Fr 二 Fn 十 RN 代入 上 式 有 Mo (Fr)=ra XFi 二 raX 
F,， 即 1 





YMo (Fr)=Mo (Fi)+Mo(F,) (4-11) 

式 (4-11) 称 为 合力 和 矩 定理 。 即 空间 汇 交 力 系 的 合力 对 任 
一 点 之 乞 ， 等 于 各 分 力 对 同 半 点 之 矩 的 矢量 和 。 

< 对 于 平面 汇 交 力 系 5 由 于 此 时 力 对 点 之 矩 为 代数 量 ， 所 以 
只 需 将 式 (4 =- 11) 中 的 矢量 换 成 代数 量 ， 即 

p>。 Mo (FE)E DMYF,) 

即 平面 汇 交 力 条 的 合力 对 任 一 点 之 矩 ; 等 于 各 分 力 对 同一 点 之 矩 的 代数 和 。 

【 例 4- 2 入 已 知 力 正 位 于 圆 盘 C 处 的 切 平面 内 ， 尺寸 
与 角度 如 图 4.7 所 示 ， 求 力 下 对 zx、y、z 轴 的 力矩 。 

解 : 力 正 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 为 


P= Feos60°cos30" 一 由 





4.6 合力 矩 定理 








吧 


已 一 一 Feos60'sin30" 一 一 工 F 














已 = 一 Fsin60* 一 一 全 FF 
而 力作 用 点 的 坐标 分 别 为 
=O yr y=reosd0" 8 2 二 及 





代入 力 对 轴 之 矩 计算 公式 ， 可 得 力 正 对 三 个 坐标 轴 的 矩 人 
分 别 为 


M.(F)=yF. ,x( | sx( 
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M,(F)=zF,—zF.=h (fr) sx( | patn 
M.(F)=zxF,—yF yrx( 站 x (LF) Fr 


4.3 空间 力 偶 


4.3.1 





如 图 4.8 所 示 的 空间 力 偶 ( 下 ， 正 ) 对 于 任 一 点 的 矩 可 表示 为 ,二 


M=rxXF 


(4 一 12) 


力 偶 对 刚体 作用 效果 取决 于 三 要 素 : 力 偶 矩 的 大 小 、 [天 舌 的 邯 向 和 力 个 作用 面 的 广 
位 。 可 以 用 一 个 矢量 来 表示 这 三 个 要 素 : 矢量 的 长 度 按 全 定 比例 尺 表示 力 偶 矩 大 小 ， 方向 
与 力 偶 作 用 面 的 法 线 方向 相同 ， 指向 按 右手 蜡 旋 法 则 确定 。 这 个 矢量 称 为 力 偶 矩 拓 ， 用 M 

















表示 。 它 是 一 个 自由 矢量 。 
作用 在 刚体 上 的 平行 平面 内 的 两 个 力 侦 < 如 图 


4.9 所 示 ， 若 其 力 偶 矩 大 小 相等 ， 转 向 


相同 ， 则 两 力 倘 等 效 ， WR 如 果 其 力 偶 矩 矢 相 等 ， 则 它 


们 彼此 等 效 ， 即 





图 4.8 力 偶 矩 矢 


4.3.2 空间 力 偶 系 的 合成 与 平衡 条 件 


图 4.9 力 偶 等 效 


空间 力 偶 系 可 以 合成 ， 得 到 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 的 矩 矢 等 于 各 分 力 偶 矩 矢 的 矢量 和 。 


RM = MI 十 AM 十 … 十 M, = DM (4-13) 
各 








由 于 
Ma =Mii + Musj 十 Ma 
RM 一 Mi 十 Ms 十 MK 
RD 一 Mai 十 Moj 十 MK 
M,=M,i+ Mj 十 MK 
即 有 
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Mss = Ma 十 Ma 十 … 十 Mo = DM. 
i 





Ma = M My 二 + M, = Ym, 





we = Ma + Ma tt Ms = DM 








合力 偶 矩 的 大 小 为 
Mr= V (DTM) + M,) + OM 7 (4 -14) 
对 于 平面 力 偶 系 ,各 M; 作 用 面 的 方位 相同 ， 则 式 (4 -14) 退 化 为 代数 式 ， 即 
Mx = Pm 

空间 力 偶 系 平衡 的 充分 必要 条 件 : 该 力 偶 系 中 所 有 力 介 逢 人 稀 量 和 等 于 过 ， 即 

Mi = DM, =0 NS (4 -15) 
对 于 平面 力 偶 系 ， 式 (4 -15) 退 化 为 代数 式 ， 即 “一 

Me = DA 六 











式 (4- 15) 也 是 平面 力 偶 系 的 平衡 方 有 出 于 Me = VC 下 


0， 要 求 









5M~ > 3， =0， YM (4-16) 

式 (4 -16) 称 为 空 = 间 力 偶 条 平衡 方程， 即 空间 力 福 系 : 衡 的 充分 必要 条 件 是 各 力 偶 矩 
_ 矢 在 三 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 分 别 等 于 零 。 

【 例 4-3} 如 图 所. 10 所 示 的 机 构 由 三 个 圆 盘 A、 
和 轴 组 成 ， | 加 给 半 径 分 别 为 一 l5cm, rs= 1l0cm, re 一 
5cm。 轴 OA、 OB 和 OC 在 同一 平面 和 内, 且 BOA 二 90"。 在 
这 三 个 圆 盘 的 边缘 上 各 自作 用 力 偶 (Fi， FI)、(F,，F;) 和 
(Fs，F;) 而 使 机 构 保 持平 衡 , 已 知 F 二 100N，F, 一 200N， 
不 计 自 重 , 求 力 F; 和 角 0 的 大 小 。 

解 : 力 偶 (F,， Fi)、(F;,，F') 和 (F;，F') 写 成 失 量 表 
图 4.10 例 4-3 图 达 式 为 














M=—F, Xdsi=—30i 
M,=—F, Xdsj =—40j 
M;=F, Xdccos(0—90)i+F; Xdcsin(0—90°)j 
要 使 机 构 在 三 个 力 偶 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 即 
Mar=M,+M,+M;=0 
将 三 个 力 偶 的 表达 式 代入 上 式 ， 合 并 同类 项 后 令 i 和 j 的 系数 分 别 等 于 零 ， 有 
F, Xdcsing—30=0; F; Xdccos0—40=0 
将 dc 二 0.1 代入, 可 得 














F,=500N; 0 一 143. 13” 
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4.4 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 一 一 主 矢 和 主 矩 


4.4.1 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 


刚体 上 作用 空间 任意 力 系 Fl ，F;，…,F,， 如 图 4. 11(a) 所 示 。 应 用 力 线 平移 定理 ， 
依次 将 各 力 向 简化 中 心 0 平移 ， 同 时 附加 一 个 相应 的 力 偶 。 这 样 ， 原 来 的 空间 任意 力 系 被 
空间 汇 交 力 系 和 空间 力 偶 系 两 个 简单 力 系 等 效 替换 ， 如 图 4. 11(b) 所 示 。 

空间 汇 交 力 系 合成 后 得 一 作用 于 简化 中 心 O 的 一 力 Fk， 称 为 原 空 间 任 意 力 系 的 主 矢 。 
空间 力 偶 系 合成 为 一 力 偶 M,， 其 力 偶 矩 撩 称 为 原 空间 任意 力 系 对 简化 中 心 O 的 主 矩 ， 如 
图 4.11(c) 所 示 ， 即 





FA 一 Sr, = 和 Ri 二 Dat Dk 
各 气 气 A 而 


Mo = DMoF) = Nr F,) (4-17) 
各 A 





-全 ih) (9) 


4.11 空间 任意 力 系 向 一 点 简化 


由 式 (4-7) 可 得 


Mo = > (ywF. 一 =Fi+ DF —rF)j+ DCF, —yF)k (4-18) 
所 所 各 


空间 任意 力 系 向 任 一 点 简化 ， 可 得 到 一 力 和 一 力 偶 ， 分 别称 为 该 力 系 的 主 失 和 主 矩 。 
与 平面 任意 力 系 一 样 ， 主 矢 Fr 与 简化 中 心 0 点 的 选择 无 关 ， 而 主 矩 Mo 与 简化 中 心 O 点 的 
选择 有 关 。 








4.4.2 空间 任意 力 系 的 简化 结果 分 析 

根据 主 矢 了 8 和 主 矩 Mo 是 否 等 于 零 ， 可 将 空间 任意 力 系 的 简化 结果 分 为 四 种 可 能 的 情 
况 ， 下面 分 别 讨论 这 四 种 可 能 的 情况 。 

0) 当 Fk 二 0，Mo 隆 0 时 ， 空 间 任意 力 系 简化 为 一 合力 偶 ， 此 时 主 矩 与 简化 中 心 的 选 
择 无 关 。 

(2) 当 Fk 了 0，Mo 二 0 时 ,空间 任意 力 系 简化 为 一 合力 ,合力 通过 简化 中 心 。 

(3) 当 Mo 去 0，F&k 取 0 时 ， 针 对 两 种 不 同情 况 进行 讨论 。 
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@@ 当 Mo | FR 时 ， 可 将 力 偶 Mo 用 通过 O 点 且 垂直 于 Mo 的 平面 内 一 对 力 Fr 和 F% 
el 





代替 ， 并 令 Fr 二 Fk 二 一 Ft，Fr 和 下 作用 线 间 的 垂直 距离 d 一 。 根 据 加 减 平衡 
力 系 原理 ， 原 空间 任意 力 系 可 进一步 简化 通过 另 一 点 O 的 一 个 会 访 入 如 图 4. 12 
所 示 。 
Mo 
0 站 0 
ib Tp 也 Fr 
0 0 
{a) (b) (9) 


图 4. 12 主 矢 和 主 和 矩 垂直 


@ 当 Mo// 王 时 ， 空 间 任意 力 系 简化 为 力 螺旋 。 力 螺旋 是 由 一 个 力 和 一 力 偶 组 成 的 力 
系 ， 不 能 进 二 站台 成 。 其 中 的 力 垂直 于 力 偶 的 


Mo 和 
PE 作用 面 .符合 右手 螺旋 法 则 的 称 为 右 螺 旋 ， 如 
ri 图 4.13Ga) 所 示 ， 而 符合 左手 螺旋 法 则 的 称 为 左 
,螺旋 如 图 4. 13(b) 所 示 。 
Mo < SC \ 


a 0 (4) 当 Mo 二 0，Fk 二 0 时 ， 空 间 力 系 简化 为 
Oe 中 下 加 和 平衡， 对 于 空间 任意 力 系 平衡 的 问题 将 在 下 - 
图 4.13 力 螺旋 .人 ” 节 进 行 详细 CA 、 








4.5 空间 任意 力 系 平衡 方程 


空间 任意 力 杀 向 任 -点 O 简 化 后 ， 可 得 到 一 个 主 矢 和 一 个 主 矩 。 空 间 任意 力 系 平衡 的 
必要 和 充分 条 件 是 此 力 系 的 主 失 和 对 任 一 点 的 主 和 矩 都 等 于 零 ， 即 
Fr=0, Mo=0 (4-19) 


由 于 主 矢 和 主 矩 的 大 小 可 分 别 表 示 为 











Fir= V(DF,) +(DF,) +(DF.) 





Mo= VL[EM, FF +IIM, FT HEM FT 
故 空间 任意 力 系 平衡 方程 可 写 为 
ZF,=0, YF,=0, YF.=0 





(4 —20) 
EM(F)=0, YM,(F)=0, YM.(F)=0 
空间 任意 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 所 有 各 力 在 三 个 坐标 轴 中 每 一 个 轴 上 的 投影 
的 代数 和 等 于 零 ， 以 及 这 些 力 对 于 每 个 坐标 轴 的 和 矩 的 代数 和 也 等 于 零 。 空 间 任意 力 系 是 最 
一 般 的 力 系 , 其 他 各 力 系 都 是 它 的 特殊 情况 。 为 了 比较 , 表 4-1 给 出 了 各 力 系 的 平衡 方 
程 的 基本 形式 。 
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表 4-1 各 种 力 系 的 平衡 方程 
































力 系 的 类 型 方程 形式 方程 个 数 
ZF,=0 YF,=0 YF.=0 
全 风 全 起 茹 EM,(F)=0 YM,(F)=0 YM.(F)=0 2 
空间 汇 交 力 系 ZF,.=0 PYF,=0 ZF.=0 3 
空间 平行 力 系 EF.=0 ETM,(F)=0 ZTM,(F)=0 3 
空间 力 偶 系 EM,=0 EM,=0 YM.=0 
平面 任意 力 系 EF,=0 YF,=0 PYMo(F)=0 3 
平面 汇 交 力 系 EF,=0 ZF,=0 全 
平面 平行 力 系 EF,=0 EMo(F)=0 和 
平面 力 偶 系 之 Mi=0 1 











【 例 4-4】 如 图 4. 14 所 示 的 均 质 正方 形 薄 板 重 Q 直 200N， 用 球 贸 链 A 和 蝶 贸 链 B 固 
定 在 墙 上 ， 并 用 绳子 CE 维持 其 在 水 平 位 置 ， 编 巴 -CE 缚 在 海 板 的 C 点 ， 并 挂 在 钉子 已 
上 ,钉子 钉 人 墙 内 ， 并 和 点 A 在 同一 锈 直线 ;ss 求 绳子 的 拉力 了 和 A、 的 支 座 反 力 。 

解 : 取 洲 板 为 研究 对 象 ， 注 板 受到 的 主动 力 有 重 
力 Q, 绳子 的 约束 反 力 T， 球 尔 链 4 处 的 约束 反 力 
Fw、FA 、FA ， 蝶 铵 链 B 处 的 约束 反 力 Fs, 、Fs.。 
薄板 全 部 受 力 构成 一 空间 任意 为 系 ”可 建立 六 个 独 六 让 
的 平衡 方程 ， 解 出 六 个 未 知 的 约束 反 力 。 受 力 分 析 妃 
图 4.14 所 示 ， 并 建立 如 图 4. 14 所 示 的 坐标 系列 静 
力 平衡 方程 、/ MT K! 





0 一 Tsin30"xBC+QX 了 下 一 0 


2 图 4.14 例 4-4 图 
解 之 得 绳子 的 拉力 为 
T=Q=200N 
EM.(F)=0 一 Fu XAB=0 
解 得 Fs 为 
Fa: =0 
ZZM,(F)=0 Tsin30°*XCD+ Fs XCD—QX P=0 
解 得 Fs 为 
Fa 一 0 
ZF,=0 FA 十 Fa 一 Tecos30"Xcos45" 一 0 
解 得 Fa 为 


下 \ 一 Tcos30"cos45 "一 122. 4N 
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ZF,=0 Fa,—Tcos30° Xsin45°=0 
解 得 Fh 为 
Fa, = Tecos30"sin45°"=122. 4N 
EF.=0 FatFs+t+Tsin30"—Q=0 
解 得 Fh 为 
Fa:=—Tsin30"+Q=100N 
值得 注意 的 是 , 求解 空间 任意 力 系 问题 时 ， 由 于 方程 和 未 知 量 的 个 数 较 多 ， 给 计算 带 
来 一 定 的 困难 。 为 了 计算 方便 ， 列 方程 时 最 好 一 个 方程 解决 一 个 未 知 量 ， 而 尽 可 能 地 避免 
求解 联 立 方程 。 通 过 此 例 ， 可知 这 种 方法 可 大 大 简化 解 题 计 算 过 程 。 
【 例 4-5】 如 图 4.15 所 示 的 均 质 矩形 平板 ， 重 为 P 
一 800N， 用 三 条 铬 垂 绳索 悬挂 在 水 平 位 置 ， 一 强 系 在 一 
边 的 中 点 A 处， 另 两 级 分 别 条 在 其 对 边 距 各 端点 均 为 二 
边 长 的 点 B、C 上 ， 求 谷 强 所 受 的 拉力 。 
解 : 取 正 廊 形 产 为 研究 对 象 ， 正方 形 板 受 重力 P， 
绳子 的 约束 肥力 祖 \、Fs、F. 共 同 作用 而 处 于 平衡 状态 ， 








a 它们 构成 一 室 间 平行 力 系 。 板 的 受 力图 如 图 4.15 所 示 ， 
1 i 列 平衡 方程 
VS 由 之 F. 王 0， 可 得 X 


FE, 十 Fa 十 Fe 一 RD 
由 光 M,(F)=0， 可 得 y 


pr x 和 =0 


A a 
AR m2 i 2 
由 M,C 二 9, 可 得 A 
入 本 ji 
FnX 才 一 FeX 直 一 0 


联 立 求解 ， 可 得 
Fs=400N, Fs=Fc=200N 

通过 以 上 列举 的 例子 ,求解 空间 力 系 平衡 问题 的 要 点 归纳 如 下 。 

(1) 求解 空间 力 系 的 平衡 问题 ， 其 解 题 步骤 与 平面 力 系 相同 ， 即 先 确定 研究 对 象 ， 再 

受 力 分 析 ， 画 出 受 力图 ， 最 后 列 出 平衡 方程 求解 。 但 是 ， 由 于 力 系 中 各 力 在 空间 任意 
分 布 ， 故 某 些 约束 的 类 型 及 其 反 力 的 画 法 与 平面 力 系 有 所 不 同 。 

(2) 为 简化 计算 ， 在 选择 投影 轴 与 力矩 轴 时 ， 注 意 使 轴 与 各 力 的 有 关 角 度 及 尺寸 为 已 
知 或 较 易 求 出 ， 并 尽 可 能 使 轴 与 大 多 数 的 未 知 力 垂直 、 平 行 或 相交 ,这样 在 计算 力 在 坐标 
轴 上 的 投影 或 力 对 轴 之 矩 就 较为 方便 ， 且 使 平衡 方程 中 所 含 未 知 量 较 少 。 同 时 注意 ， 空间 
力 偶 对 轴 之 矩 等 于 力 偶 矩 矢 在 该 轴 上 的 投影 。 

(3) 根据 题目 特点 ， 可 选用 不 同形 式 的 平衡 方程 。 所 选 投影 轴 不 必 相 互 垂直 ， 也 不 必 
与 矩 轴 重 合 。 当 用 力矩 方程 取代 投影 方程 时 ， 必 须 附 加 相应 条 件 以 确保 方程 的 独立 性 。 但 
由 于 这 些 附加 条 件 比 较 复杂 ， 故 具体 应 用 时 ， 只 要 所 建立 的 一 组 平衡 方程 能 解 出 全 部 未 知 
量 ， 则 说 明 这 组 平衡 方程 是 彼此 独立 的 ， 已 满足 了 附加 条 件 。 
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4.6 平行 力 系 的 中 心 与 重心 


4. 6. 1 平行 力 系 的 中 心 





设 有 两 个 同 向 平行 力 Fl 和 F,， 分别 作用 于 A、B 两 点 ， 其 合力 的 作用 线 也 平行 于 FF， 

















和 F,。 假 设 合力 的 作用 点 为 AB 连 线 上 的 C 点 ， 由 合力 矩 定理 ， 可 知 


和 矩 定理 不 难看 出 ， 合 力 的 作用 点 
这 两 个 平行 力 的 大 小 和 作用 点 的 位 置 


Mc (Fr)=Me (Fi)+Me(F,) 
由 于 Mc (Fr)==0， 于 是 
FXAC—F,xBC=0 
即 合力 的 作用 点 C 的 位 置 可 由 下 式 确定 
AC_F: 
BC FR, 
如 果 同 时 将 F 和 FF, 转动 相 同 的 角度 a， 如 图 4. 1 所 示 。 合 力也 转 过 角度 a， 由 合力 
类 是 AB 连 线 于 的 点 C。 可 见 ， 合 力作 用 点 的 位 置 仅 与 
有 关 ,- 而 与 从 平行 力 的 方向 无 关 。 
将 两 平行 力 系 合力 的 这 种 性 质 推广 到 久 个 平行 力 的 情况 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 ;平行 











力 系 的 合力 作用 点 的 位 置 仅 与 各 平行 方 的 大 小 和 作用 点 的 位 置 有 关 ， 而 与 各 平行 力 的 方向 
无 关 ， 称 合力 的 作用 点 为 该 平行 力 系 的 中 心 。 





下 面 由 合力 和 矩 定 ;更 计算 平行 力 条 中 心 的 华 标 。 妨 总 17 所 示 的 平行 力 系 ， 其 合力 的 


作用 线 通 过 点 C。 由 合力 矩 定理 ， 可 知 


即 


Mo (Fr)=Mo (FMF,) 


reXFre=riXF+r: XxXF, 





图 4. 16 合力 作用 点 的 位 置 与 各 平行 图 4. 17 平行 力 系 的 中 心 
力 的 方向 无 关 


设 力 作用 线 方向 的 单位 失 量 为 F"， 则 有 
Fre=FeF’, Fi=FF, F,=F,.F" 








代入 上 式 ， 可 得 
reXFrF =r XFF +r, XF,F 
这 样 ， 可 得 


4 音 
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Frre XF"=(Fnt+Fr)XF 

















解 得 
FrntFr_FrthF,r, 
WE 
推广 到 个 力 组 成 的 平行 力 系 ， 合 力作 用 点 的 坐标 可 表示 为 
re Se (4-21) 
写成 投影 形式 , 式 (4 -21) 可 表示 为 
_ DPixi _ ZFy; _ EFz, 
Te Fp’ I TF,’ Xe™ SF, (4-22) 
4.6.2 重心 








重心 是 物体 重力 合力 的 作用 点 ,重心 有 确定 的 位 置 ， 与 物体 在 空间 的 位 置 无 关 。 对 于 均 
质 物体 ， 其 重心 与 形 心 相 重 合 。 根 据 合力 矩 定理 ， 可 建立 计算 重心 坐标 的 一 般 计 算 公式 。 

将 刚体 看 做 由 许多 无 限 小 的 微 元 体 组 成 ， 第 i 个 微 元 体 
的 重量 为 p,， 如 图 比 18 所 示 ， 则 各 微 元 体 的 重量 组 成 一 组 
平行 力 系 ， 根 据 平行 为 系 的 中 心 坐标 公式 ， 可 得 到 刚体 的 重 
心 坐标 O 用 公式 表示 为 


| 一 











(4 一 23) 





r 2c 


2 > pb 
el 如 果 物体 是 均 质 的 ， 单 位 体积 的 重量 为 y 一 常数 ， 则 物 























体 的 重心 可 表示 为 > 
| ar 
EYAViz:_ ZAVix:_ 之 
re 一 FyAV, ™ SAV, 到 
_ ByAV,y, savy, | av (4 一 24) 
Yc YY7AV， EAV. V 
DYAViz;_ DAV,z; | =ar 





AT ZAV: V 
显然 ， 均 质 物体 的 重心 就 是 物体 的 几何 中 心 ， 即 形 心 。 
对 于 均 质 等 厚度 的 薄板 ( 薄 壳 )， 其 厚度 与 其 表面 积 S 相 比 是 很 小 的 ， 则 重心 的 坐标 可 

有 公式 表示 为 


























| ZdS | ydS | zdS 
s s s 
CH SE 2 A S 


对 于 均 质 等 横 截 面 细 长 杆 ， 其 截面 尺寸 与 其 长 度 ! 相 比 是 很 小 的 ， 则 重心 的 坐标 可 
公式 表示 为 











(4 一 25) 





xc 
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Sem 
[za [ya [za 
1 1 1 


1 一 二 (4—26) 








Tc 





4.6.3 确定 物体 重心 的 方法 


计算 物体 重心 坐标 的 基本 方法 有 两 种 ， 即 积分 法 和 组 合法 ， 组 合法 又 包括 分 割 法 和 负 
面积 法 ( 负 体积 法 )。 除 此 之 外 ,还 可 采用 实验 法 ( 即 悬 挂 法 和 称 重 法 ) 测 定 物体 的 如 


1. 用 积分 法 求 重心 
【 例 4-6】 试 求 如 图 4. 19 所 示 半 径 为 尺 、 顶 角 为 2a 的 均 质 圆 弧 的 重心 。 
解 : 取 项 角 的 平分 线 为 x 轴 。 由 于 对 称 关 系 ， 该 圆 弧 重 心 

必 在 Oz 轴 上 ， 即 ye 一 0。 取 微 段 dL 二 Rd9， 其 重心 的 zx 坐标 为 

三 Reos0， 圆 弧 的 总 长 度 L==2aR。 \ 



































由 式 (4 -26) 可 得 圆 弧 的 形 心 x 坐标 为 NS 
| < Re do , XY D 
a 二 2aR SN 
即 
Rsing LA 人 2 
ze— Rane 、 
区 图 4.19 例 4-6 图 
这 样 ， 半 径 为 尺 、 顶 角 为 2c 的 区 项 轩 抽 的 重心 全 标 A ' 1 
1 Rsina ， 、 站 
2 yc 
a VY 


2， 用 组 合法 求 重心 一 
1) 分 割 法 >、 
对 于 科 复 次 的 物体， 将 交 分 及 和 沁 闫 科 并 量 六 入 ， 车 已 知 这 些 简单 形体 重心 
的 位 置 ， 则 整个 物体 的 重心 可 用 公式 求 出 ， 这 种 
方法 称 为 分 割 法 。 
【 例 4-7】 试 求 Z 形 截面 重心 的 位 置 其 尺 
寸 如 图 4. 20 所 示 。 
解 : 选择 如 图 4. 20 所 示 的 坐标 系 ， 将 该 图 形 
分 成 三 个 和 矩形。 以 C 、C, 和 C; 表示 这 些 和 矩形 的 
重心 ， 而 以 S、S, 和 S; 表示 它们 的 面积 ， 以 
(zy)、(rz，%) 和 (zs ，y ) 分 别 表 示 Ci、Cs 
和 Cs 的 坐标 . 由 图 可 知 


D oh x Zi l5mm, y=45mm, Si=300mm’ 
Ts=5mm, y=30mm, S$;=400mm’ 
图 4.20 例 4-7 图 2 一 15mm，y% 一 5mm，S: 一 300mm? 
按 公式 求 得 该 截面 重心 的 坐标 (ze ，xyc ) 为 


zlSl 十 zzS, 十 zsSs 一 15X300 十 5X400 十 15X300 2 
Sit+S:+S; 300 十 400 十 300 人 


下 























10mm 





























Xe 
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MS! ysS:+ ysS;_ 45X300+30X400+5X300 
”Si+S:+S, 300 十 400 十 300 


【 例 4-8】 求 图 4.21 所 示 平 面 图 形 的 形 心 坐标 (图 
中 尺寸 单位 为 mm)。 
解 : 采用 分 割 法 求 图 形 的 形 心 。 假 设 按 虚线 位 置 将 
图 示 平 面 图 形 分 成 三 部 分 并 分 别 用 工 、 下 、 了 表示。 
三 部 分 的 面积 和 中 心 的 坐标 分 别 为 
Al=120X20=2400, z=60, y=90 








27mm 






































A: 王 40X50 王 2000，zz 一 20，y 一 55 





A:=120X 30=3600, Ts 60，y% 王 15 


按 式 (4 -25) 求 得 该 截面 形 心 的 坐标 (xc， 3c ) 为 
_Aizri 十 Asz 十 Aizs _ 2400X60 十 2000 X20 长 3600% 60_ 





图 4.21 例 4-8 图 














5 FAFA 2400 十 2000 上 8600' “my 
,Ay +Asys+Asy: 2400X90 十 2000X55-H3600X15 
6 A;+A;+A; 2400 卡 2800 半 3600 

3， 负 面积 法 IX Ny 


如 果 从 一 个 平面 图 形 中 切 去 一 块 风 箱 ，， 要 求 切除 以 后 图 形 的 重心 仍 可 以 用 组 合法 求 
出 ， 只 是 将 切 去 部 分 的 面积 取 负 值 ,这 种 水平 面 图 形 重 心 的 方法 称 为 负面 积 法 。 

【 例 4-9] 已 知 正方 形 的 边 长 为 人 试 在 其 中 找 出 一 点 巨 ， 使 此 正方 
形 被 截 去 等 腰 三 角形 后 ， 点 忆 为 剩余 面积 的 形 心 。、 


解 : 设 点 E 的 学 标 为 ( 委 ， »): 和 余部 分 关 人 出 


部 分 组 成 ， 即 边 长 为 的 正方 形 A, 和 底 近 六 人 高 为 y 
的 等 腰 三 角形 没 ye> 因 为 A 为 切 去 的 部 分 ,| 所 以 面积 应 
取 负 值 。 


















设 yl, 和 yy; 分 别 是 A 和 A; 的 重心 坐标 ， 则 有 a 
yi 全 ys 了 Ai 一 a:， A， yay 


代入 式 (4 -25) 可 求 得 剩余 面积 形 心 坐标 为 





y AityAs 2 6 图 4.22 例 4-9 图 
= AYA 2 .6 
AtAs loy 

依 题 意 有 yc 二 y， 即 

a 

三 6 

部 和 = 

We 

解 之 得 y=3 =0. 634a。 
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小 结 


空间 汇 交 力 系 是 作用 线 不 在 同一 平面 内 且 汇 交 于 一 点 的 力 系 。 和 平面 汇 交 力 系 一 样 ， 
空间 汇 交 力 系 也 可 以 合成 为 一 合力 。 理 论 上 空间 汇 交 力 系 也 可 以 用 力 多 边 形 求 合 力 ， 但 由 
于 画 空 间 力 多 边 形 存在 一 定 的 困难 ， 计 算 时 很 不 方便 ， 所 以 空间 汇 交 力 系 的 平衡 问题 一 般 
用 解析 法 求解 。 
空间 汇 交 力 系 的 平衡 方程 为 
ZF,=0, DF,=0, DF.=0 
空间 力 偶 系 的 平衡 方程 为 
EM,=0, EM,;=0, ETM,=0 























空间 任意 力 系 的 平衡 方程 为 A 作 
EF.=0, ZF,=0; DF.=0 $< 
EM,(F)=0, TM,(F)=0 ak 


重心 是 物体 重力 合力 的 作用 点 ， 重心 有 确定 的 位 种 、 汪 物体 在 空间 的 位 加 无 关 。 对 于 
de 其 重心 与 形 心 重合 。 根据 平行 力 系 的 中 心 坐标 公 NS 式 ， 可 得 到 刚体 的 重心 坐标 可 
公式 表示 为 











Dpix; Re Zy, Dpiz: 
zc Dp NEF 2 ， ze Pp 





计算 物体 重心 坐标 的 基本 方法 有 两 种 ， 即 积分 法 和 组 合法 ， 组 合法 又 包括 分 割 法 和 负 
面积 法 。 .a 


人 一 习题 


N\ \ 


vr 2 
一 、 是 非 光 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 镜 误 的 打 “X”) 





























. 力 在 坐标 轴 上 的 投影 是 代数 量 ， 而 在 坐标 面 上 的 投影 为 矢量 。 (a 
2 力 对 入 之 址 是 力 使 风 休 六 四 转动 效应 的 度量 ， 它 等 于 力 在 垂直 于 该 轴 的 平面 上 的 
分 力 对 轴 与 平面 的 交点 之 矩 。 ¢、 信 

3. 在 平面 问题 中 ， 力 对 点 之 矩 为 代数 量 ， 在 空间 问题 中 ， 力 对 点 之 抢 也 是 代数 量 。 
让 ) 
4 合力 对 任 一 轴 之 矩 ， 等 于 各 分 力 对 同一 轴 之 矩 的 代数 和 。 ( ) 

5. 空间 任意 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 力 系 的 主 矢 和 对 任 一 点 的 主 矩 都 等 于 零 
) 
6. 物体 重力 的 合力 所 通过 的 点 称 为 重心 ,物体 几何 形状 的 中 心 称 为 形 心 ， 重 心 与 形 
心 一 定 重合 。 ( ) 
7. 计算 一 个 物体 的 重心 选择 不 同 的 坐标 系 ， 计算 结果 不 同 ， 因 而 说 明 物 体 的 重心 
位 管 是 变化 的 .。 ( ) 
8. 物体 的 重心 一 定 在 物体 上 。 ( ) 

二 、 填 空 是 

1, 空间 汇 交 力 系 共有 三 个 独立 的 平衡 方程 它们 分 别 表示 为 。 ””、 和 
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。 空 间 力 偶 系 共有 三 个 独立 的 平衡 方程 ， 它 们 分 别 表示 为 和 
。 而 空间 任意 力 系 共有 六 个 独立 的 平衡 方程 ， 一 般 可 表示 为 
x 、 和 
2. 由 个 力 组 成 的 空间 平衡 力 系 ,如果 其 中 的 (n 一 1) 个 力 相交 于 A 点 ， 那么 另 一 
力也 必定 点 A。 
3. 作用 在 同一 刚体 上 的 两 个 空间 力 偶 披 此 等 效 的 条 件 是 
4. 空间 力 对 一 点 的 矩 是 一 个 ， 而 空间 力 对 某 轴 的 矩 是 一 个 
5. 空间 力 下 对 任 一 点 0 之 矩 Mo(F) 可 用 矢量 积 来 表示 ， 即 ， 写 成 解析 表达 
式 为 。 
6. 当空 间 力 与 轴 时 ， 力 对 该 轴 的 矩 等 于 零 。 
7. 空间 力 系 向 一 点 简化 ， 若 主 矩 与 简化 中 心 的 选择 无 关 ， 则 该 力 系 的 主 矢 
该 力 系 可 合成 为 一 个 。 若 空间 任意 力 系 向 任 一 上 人 人 天宇 答 均等 于 则 该 力 
系 是 力 系 。 N 
8. 力 螺旋 是 指 由 一 力 和 一 力 偶 组 成 的 力 系 ， se 于 力 偶 的 作用 面 。 力 
螺旋 可 分 为 “和 
9. 通常 情况 下 物体 的 重心 与 开心 是 不 本 员 有 对 _ 来 说 ,重心 才 与 形 心 
重合 。 
in 工程 中 放风 的 证 物体 瑟 的 六法 有 两 种 。 
三 、 选 择 题 





1. 图 4. 23 中 力 下 在 于 而 ABC 内 ,该 力 对 x 3 和 电 负 的 算是 ( js 
A. M.(F)=0, M,(F)=0, M.(F)=0, 以 
B. M.,(F)=0, M,(F)=0, M.(F)0\, > 
C, M.(F) 20Y M,(F)#0, M. (WA0 
D. Mi CB)S0, M,(F)F#0, M.(F)#0 
2. 正方 体 上 作用 有 力 偶 如 图 4. 24(a) 、(b) 、(c) 所 示 ， 下 列 答案 中 正确 的 是 ( ) 
A.(a) 图 刚体 处 于 平衡 状态 B.(b) 图 刚体 处 于 平衡 状态 

















C. (co) 图 刚体 处 于 平衡 状态 D. 三 种 情况 下 刚体 都 不 平衡 








(a) 力 偶 分 别 作用 在 平面 (b) 力 偶 分 别 作用 在 平面 (© 力 偶 分 别 作用 在 平面 
4BCD 和 4DHE ABCDAIEFGH ABCD 和 EFGH 
图 4.23 题 三 (1) 图 图 4.24 题 三 (2) 图 


3. 如 图 4. 25 所 示 ， 力 系 由 作用 于 点 A 的 力 F 及 作用 于 点 B 的 力 Fs 组 成 。 力 系 向 点 
O 简化 ， 下 述说 法 正确 的 是 ( Ny 
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. 力 系 简化 的 最 终结 果 是 力 螺旋 
力 系 简化 的 最 终结 果 是 一 个 合 
. 力 系 简化 的 最 终结 果 是 一 个 力 偶 
D. 力 系 平衡 
4. 空间 任意 力 系 向 两 个 不 同 的 点 简化 ， 下 述 有 可 能 的 情 
况 的 是 ( ) 。 
A. 主 矢 相等 ， 主 矩 相等 图 4.25 题 三 (3) 图 
B. 主 矢 不 相等 ， 主 和 矩 相等 
C. 主 矢 相 等 ， 主 矩 不 相等 
D. 主 矢 、 主 矩 都 不 相等 
5. 图 4. 26 中 正方 体 受 不 同 力 系 作用 ， 图 中 各 力 大 小 相等 ， 问 哪 种 状态 下 ， 正 方 体 处 
于 平衡 状态 ( Ds 和 
6. 如 图 4. 27 所 示 一 平衡 的 空间 平行 力 系 ， 各 力作 用 线 与 = 轴 平 行 ， 下 列 可 以 作为 该 
力 系 的 平衡 方程 组 的 是 ( js 
A. ZF,=0, DF,=0, SM.,(F)=0 
B. ZF,=0, BF,=0, DM.(F)=0. 
C. BF.=0, TM,(F)=0, SM, GO 
D. DM,F)=0, EM,(F)=0NOMAF)=0 


P 只 > 


























图 4.26 题 三 (5) 图 图 4.27 题 三 (6) 图 


四 、 计 算 题 

1. 一 重 物 由 OA、0OB 两 杆 及 绳 OC 支持 ， 两 杆 分 别 垂直 于 墙 面 ， 由 绳 OC 维持 在 水 习 
面 内 ， 如 图 4. 28 所 示 。 已 知 W==10kN，0OA= 二 30cm，0OB= 二 40cm， 不 计 杆 重 。 求 强 的 拉力 
和 两 杆 所 受 的 力 。 

2. 支柱 AB 高 hh 二 4m， 顶端 B 上 作用 三 个 力 P1、P;、P;， 大 小 均 为 2kN， 方 向 如 
四 4. 29 所 示 。 试 写 出 该 力 系 对 三 个 坐标 轴 之 矩 。 

3. 如 图 4. 30 所 示 , 已 知 力 P=20N. 求 P 对 z 轴 的 和 矩 。 

4. 如 图 4. 31 所 示 , 轴 AB 与 铅 直线 成 < 角 ， 甚 辟 CD 垂直 地 固定 在 轴 AB 上 ， 其 长 
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NP en 


度 为 a 并 与 铅 直面 zAB 成 9 角 ， 如 在 点 D 作用 一 铅 直 向 下 的 力 P, 求 此 力 对 于 轴 AB 





图 4.30” 题 四 (3) 图 -CT 图 4.31 题 四 (4) 图 





5. 一 重 W、 边 长 为 d 的 正方 形 板 , 在 ABC 三 根 铅 垂 的 绳 吊 起 来 ， 使 板 保 
持 水 平 ， B、C 为 两 过 的 中 点 ， 如 图 4. 3 和 所 示 。 求 绳 的 拉力 。 

6. 如 图 企 38 所 示 的 矩形 薄板 ABDC. 重量 不 计 ， 用 球 饺 链 A 和 蝶 锐 链 B 固定 在 墙 
上 ， 另 用 细 绳 CE 维持 于 水 平 位 置 ， 连 线 BE 正好 铅 垂 ， 板 在 点 D 受到 一 个 平行 于 铅 直 轴 
的 力 G 二 500N。 已 知 乏 BCD 二 30"， 和 BCE 二 30"。 求 细 强 拉力 和 贸 链 反 力 。 














图 4.32 题 四 (5) 图 图 4.33 题 四 (6) 图 


7. 如 图 4. 34 所 了 示 ， 六 杆 支撑 一 水 平板 ， 尺 十 如 图 所 示 。 设 板 和 杆 自重 不 计 ， 求 在 板 
角 A 处 受 铅 直 力 正 作用 时 各 杆 的 内 力 。 
8. 无 重 曲 杆 ABCD 有 两 个 直角 ， 且 平面 ABC 与 平面 BCD 垂直 。 杆 的 D 端 为 球 铵 链 
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支 座 ， 另 一 端 受 轴 承 支 持 ， 如 图 4. 35 所 示 。 在 曲 杆 的 AB、BC 和 CD 上 作用 三 个 力 偶 ， 
力 偶 所 在 平面 分 别 垂 直 于 AB、BC、CD 三 线段 。 已 知 力 偶 矩 M; 和 M: ， 求 曲 杆 处 于 平衡 
的 力 偶 和 矩 M 和 支 座 反 力 。 
































图 4.34 题 四 (7) 图 二 图 4.35 题 四 (8) 图 


9， 如 图 4. 36 所 示 ， 某 传动 轴 以 A、B 两 轴承 支撑 ,圆柱 直 齿 轮 的 节 圆 直 径 4d 二 17. 3cm， 
压力 角 a=20", 在 法 兰 盘 上 作用 一 力 偶 矩 M=1030N。m 的 力 偶 ， 轮 轴 自 重 和 摩擦 不 计 。 
求 传动 轴 匀 速 转动 时 A、B 轴承 的 约 东 反 力 .、 

10. 如 图 4. 37 所 示 ， 悬 臂 刚 架 上 受 均 布 答 载 g 二 2kN/m 及 两 个 集中 力 P=5kN，Q== 
4kN 作用 ， 求 固定 端的 约束 反 力 和 反 力 偶 矩 。 »% \ 





图 4.36 题 四 (9) 图 图 4.37 题 四 (10) 图 


. 三 轮 小 货车 在 底板 M 处 放置 重 物 P 二 1kN。 后 面 两 轮 中 心 0;, 、0; 相 距 lm， 前 轮 
中 心 0; 到 O10, 的 距离 0;D=1. 6m， 车 ME==0. 6m，O1,E==0. 4m， 如 图 4. 38 所 示 。 试 求 
当 小 车 自重 不 计 保持 平衡 时 三 个 轮子 受到 的 反 力 。 
12. 如 图 4. 39 所 示 ， 两 个 均 质 杆 AB 和 BC 分 别 重 PP, 和 已， 其 端点 A 和 C 分 别 用 球 
铵 链 固 定 在 水 平面 上 ， 另 一 端 由 球 铵 链 相 连接 ， 靠 在 光滑 的 铅 直 墙 上 ， 墙 面 与 AC 平行 。 
如 AB 与 水 平 线 夹 角 为 45"，BAC=90", OA 一 AC, 求 A 和 C 的 支 座 约束 反 力 以 及 墙 上 
点 B 所 受 的 力 。 
13. 求 如 图 4. 40(a) 、(b) 所 示 平 面 图 形 的 形 心 C 的 坐标 (图 中 尺寸 单位 为 mm)。 
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名 4b)- 
“ 曾 4.40 题 四 (13) 图 党 小 
14， 如 图 4. 41 所 示 S 在 平 入 为 六 的 均 质 国航 内 有 二 半径 为 疡 的 圆 孔 ， 两 圆 的 中 心 相 
呈 全 。 求 此 加 各 重臣 的 坐标 。 *, > 
15， 机 器 基础 如 图 4. 42 所 示 ， 该 基础 由 均 质 物 质 组 成 ， 求 其 重心 坐标 。 





图 4.41 题 四 (14) 图 图 4.42 题 四 (15) 图 
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其 有 信条 他 


摩擦 是 一 种 极为 普遍 的 现象 。 在 日 常生 活 中 ， 人们 对 摩擦 现象 并 不 陌生 。 例 如 ， 在 
冬季 结 冰 的 路 面 上 ,行人 很 容易 滑 倒 ， 但 是 所 上 一 层 煤 渣 后 ,就 很 安全 了 ; 人 们 为 了 减 
少 机 器 内 部 零件 的 摩擦 ， 便 不 时 地 添加 润滑 油 ， 等 等 。 这 些 现象 都 与 摩擦 有 关 。 

其 实 人 们 每 天 都 在 不 自觉 地 利用 摩擦 力 。 如 果 没 有 摩擦 力 ， 人 们 简直 寸步 难 行 ， 因 
为 人 类 行走 本 身 就 要 利用 摩擦 力 。 可 以 进一步 想象 一 下 ， 如 果 没 有 摩擦 力 ， 生 活 处 处 困 
难 重重 。 我 们 甚至 用 手 拿 不 起 任何 东西 ， 也 拧 不 开 盖子 或 把 手 ; 想 写字 却 拿 不 起 笔 ， 笔 
又 不 能 和 纸 产 生 摩擦 写字 ; 起 吃饭 ， 硫 筷 却 拿 不 住 ， 答 子 怎么 也 天 不 住 菜 ， 想 喝 水 又 提 
不 起 杯子 ;起 穿 衣服 却 拿 不 起 、 穿 不 上 ;起 工 作 劳动 但 任何 工具 都 一 次 次 从 手 上 滑 
落 。 如 果 没有 了 摩擦 ， 以 后 我 们 就 再 也 不 能 够 欣赏 用 小 提琴 演奏 的 美妙 音乐 了 ， 因 为 忆 
和 纺 的 摩 控 产 生 振动 才 发 出 了 声音 。 但 库 榜 也 会 给 我 们 的 日 常生 活 澡 来 麻烦 。 例 如， 人 
们 在 路 面 上 行走 ， 鞋 底 与 地 面 的 摩擦 使 鞋底 产生 磨损 。 柄 器 开动 时 ， 滑 动 部 件 之 间 因 库 
擦 而 浪费 动力 ， 还 会 使 机 器 的 部 件 磨损 ， 缩短 寿命 。， ) 笑 闫 办 有 利 也 有 闪 ， 我 们 应 该 尽量 
成 少 那些 有 害 摩 控 ， 学 会 利用 摩擦 造福 人 类 。 人， 

最 早 对 摩擦 进行 实验 研究 的 代表 性 人 物 是 文艺 复兴 时 期 的 达 。 芬 奇 。 他 对 表面 光滑 
| 提出 物 供 间 的 摩擦 程度 取决 于 物体 表面 租 糙 程度 的 大 

， 表 面 趋 租 粮 ， 摩 擦 力 越 大 ， 即 固 尊 表 面 的 思 西 程度 是 产生 摩擦 的 根本 原因 。 这 一 想 
ed 种 学 说 一 六 名 蚂 说 。 该 学 说 认为 江 物 体 表面 无 论 经 过 何 种 加 工 ， 
都 必然 留 下 或 大 或 小 的 四 凸 ?这 种 表面 凹凸 不 平 的 物体 笨 豆 接触， 必然 产生 库 控 。 有 人 
对 此 做 过 这 样 一 个 比喻 : 国体 表面 的 接触 犹如 把 二 询 山 脉 翻 过 来 盖 在 另 一 列 山脉 上 一 
样 。 由 于 它们 的 相互 哎 全 :所以 只 只 有 把 西部 破 环 入 :才能 使 之 滑动 ， 这 便 是 产生 阻碍 相 
对 运动 的 摩擦 力 的 基本 原理 。 这 种 学 说 在 贸 长 汪 设 时 间 里 ， 受 到 许多 人 的 支持 。 

对 于 库 毛 闪 本 质 的 另外 一 种 看 法 是 分 子 说 。 这 是 由 英国 的 物理 学 家 德 萨 古 利 埃 提 出 
的 。 他 认为 ， 自 长 力 产生 的 原因 是 摩擦 面 上 的 分 子 力 相互 交错 。 该 学 说 指出 ， 物 体 表 面 
越 是 光滑 ， 摩 擦 面 越 是 相互 接近 ， 表 面 分 子 力 就 越 大 ， 这 样 摩擦 力也 就 越 大 。 但 是 这 种 
学 说 由 于 加 工 技术 上 的 原因 ， 一 直 没有 得 到 实验 的 证 实 ， 因 而 人 们 对 此 很 难 接受 。 

进入 20 世纪 以 后 .分子 说 逐渐 得 到 很 多 人 的 支持 。 一 个 叫 尤 因 的 人 首先 指出 因 摩 
擦 引起 的 能 量 损失 ， 是 因 固体 表面 分 子 引力 场 的 相互 干涉 所 致 ， 与 凹凸 程度 无 关 。 而 另 
一 名 著名 的 学 者 哈 迪 进行 了 大 量 的 实验 ， 从 而 证 明了 分 子 说 的 正确 性 。 他 首先 把 两 个 物 
体 表 面 研磨 得 极光 滑 ， 然 后 来 做 摩擦 实验 .结果 发 现 , 两 物体 磨 得 越 光滑 ， 它们 之 间 的 
摩擦 力 就 越 少 ， 但 是 这 种 光滑 水 平 达到 一 定 程 度 时 ， 摩 擦 力 反而 有 所 增加 ， 甚 至 两 个 光 
滑 的 金属 面 能 “ 粘 ” 在 一 起 。 而 这 正好 证 实 了 分 子 说 的 观点 : 当 两 个 表面 的 分 子 互相 进 
入 彼此 的 分 子 间 的 引力 圈 时 ,两 者 间 就 能 产生 强烈 的 粘 合 作用 ,并 以 摩擦 力 的 形式 显示 
出 来 。 哈 迪 的 实验 为 分 子 说 提供 了 有 力 的 证 据 ， 分 子 说 因而 获得 了 广泛 的 承认 ， 并 被 进 
一 步 发 展 为 “ 蒜 合 说 "。 

但 是 四 凸 说 并 没有 因 分 子 说 和 粘 合 说 的 进展 而 被 完全 废弃 ， 它 与 对 立 的 分 子 说 和 
粘 合 说 都 持 之 有 据 ， 言 之 有 理 。 有 人 在 这 两 者 的 基础 上 提出 了 包含 凹凸 说 内 容 的 综合 性 
的 现代 粘 合 论 。 看 来 有关 摩 擦 力 本 质 的 争论 还 将 继续 下 去 .究竟 就 是 熟 非 ， 人 们 将 拭 
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目 以 待 。 同 学 们 如 有 兴趣 ， 将 来 可 从 事 一 些 有 关 摩擦 学 的 研究 。 
图 示 就 是 我 们 在 日 常生 活 中 利用 摩擦 制造 的 简单 工具 ， 学 完 本 章 后 ， 你 也 可 以 试 着 
设计 一 
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5. 1 摩擦 及 其 分 类 


在 前 几 章 吊 、 二 般 把 物体 的 接触 面 都 看 成 绝对 光滑 的 ， 忽略 了 物体 之 间 的 摩擦 。 但 是 ， 
在 日 常生 活 和 玉 程 实践 中 ， 完 全 光滑 的 表面 并 不 存在 。 当 两 物体 具有 相对 运动 或 相对 运动 趋 
势 时 ， 在 两 物体 的 接触 面 上 一 般 都 有 摩擦 力 产生 。 摩 擦 有 时 会 起 到 重要 的 作用 ,必须 考虑 其 
影响 。 按 照 接触 物体 的 相对 运动 情况 ,摩擦 可 分 为 滑动 摩擦 和 滚动 摩擦 。 摩 擦 现象 极其 复 
杂 ， 本 章 只 介绍 工程 中 常用 的 近似 理论 ， 重 点 研究 考虑 摩擦 情况 下 的 物体 平衡 问题 。 


5. 1.1 摩擦 现象 


摩擦 是 自然 界 中 普遍 存在 的 现象 之 一 ， 它 在 人 类 生活 和 工程 实际 中 的 许多 方面 起 着 重 
要 的 作用 。 例 如 ， 如 果 没 有 摩擦 力 ， 人 不 能 行走 ， 车 辆 不 能 行驶 。 又 如 ,皮带 通过 摩擦 传 
递 轮子 间 的 运动 ， 夹 具 利用 摩擦 夹 紧 工 件 等 。 但 摩擦 也 有 不 利 的 一 面 ， 如 摩擦 能 加 速 机 器 
零件 的 磨损 ， 同 时 引起 发 热 、 损 耗 能 量 等 。 摩 擦 的 作用 有 利 有 弊 ， 我 们 研究 摩擦 就 是 充分 
利用 摩擦 有 利 的 一 面 ， 减 小 或 限 制 其 不 利 的 一 而 


5. 1.2 摩擦 分 类 




































1. 按 接触 部 分 的 相对 运动 情况 分 类 
摩擦 按 接触 部 分 的 相对 运动 情况 可 分 为 滑动 摩擦 和 滚动 摩擦 。 
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(1) 滑动 摩擦 两 个 表面 粗糙 的 物体 ， 当 其 接触 面 之 间 有 相对 滑动 或 相对 滑动 趋势 
时 ,彼此 作用 有 阻碍 相对 滑动 的 阻力 ， 称 为 滑动 摩擦 。 滑 动 摩擦 勾 可 分 为 静 滑动 摩擦 和 动 
滑动 摩擦 两 种 。 

(2) 滚动 摩擦 : 一 个 物体 在 另 一 个 物体 上 滚动 或 有 滚动 趋势 时 产生 的 摩擦 称 为 滚动 
摩擦 。 

2. 按 两 物体 接触 表面 间 的 物理 情况 分 类 


摩擦 按 两 物体 接触 表面 间 的 物理 情况 可 分 为 干 摩擦 和 湿 摩 擦 。 

(1) 干 摩擦 ， 接触 面 没 有 添加 润滑 剂 的 摩擦 称 为 干 摩擦 ， 如 工件 和 夹具 之 间 的 摩擦 。 

(2) 湿 摩擦 :接触 面 有 润滑 剂 的 摩擦 称 为 湿 摩 擦 ， 如 充满 润滑 油 的 轴 和 轴承 之 间 的 摩 
擦 。 在 刚体 静 力 学 中 ,一般 只 研究 十 摩擦 。 

















5.2 滑动 摩擦 
, 六 二 
两 个 表面 粗糙 的 物体 相互 接触 ， 发 生 相 对 滑动 或 存在 相对 滑动 趋势 时 ， 彼此 之 间 就 有 
阻碍 相对 滑动 的 力 存在 ， 此 力 称 为 滑动 摩擦 万 "简称 摩擦 力 。 摩 氛 力 作用 在 物体 的 接触 表 
面 处 ， 其 方向 沿 接触 面 的 切线 ， 并 和 物体 相对 滑动 或 滑动 趋势 的 方向 相反 。 


5.2. 1 静 滑动 摩擦 力 及 最 大 滑动 康 擦 方 。 人 


在 同 定 水 平面 上 一 重 基 海 了 的 物 块 A 受 一 水 平 为 到 前 作用 ， 如 图 5.1 所 示 。 因 实际 
、 未 平面 并 非 理想 光滑 ， 当 沪 天 由 零 逐 渐 增 大 但 不 超过 某 一 限度 
时， 物 块 始终 保持 静止， 只 是 在 力 的 作用 下 有 向 右 滑动 的 趋 
势 。 如 对 物 块 进行 受 方 分 析 ， 可 知 支撑 面 对 物 块 除了 产生 法 向 
反 力 Fx 外 ,还 产 华 沿 支撑 面 的 阻碍 物体 运动 的 切 向 反 力 F,.。 我 
们 称 F. 为 静 滑动 摩擦 力 或 静摩擦 力 ， 方 向 向 左 ， 如 图 5. 1 所 示 。 
通过 对 物 块 的 平衡 条 件 可 知 ， 静 滑动 摩擦 力 在 数值 上 等 于 力 下 
图 5 1 得 滑 动 摩擦 力 的 大 小 ， 随 主动 力 正 的 增 大 而 增 大 。 
当主 动力 下 增 大 到 一 定数 值 ， 物 块 将 处 于 行将 运动 又 尚未 运动 的 临界 状态 ， 此 时 静 滑 
动 摩擦 力 F. 达 到 最 大 值 F..， 称 为 最 大 静摩擦 力 ， 或 称 临界 摩擦 力 。 
静 滑 动 摩擦 力 的 大 小 可 在 一 定 的 范围 内 取 值 ， 即 
0 和 下 .< 妇 F (5=1 


要 确定 摩擦 力 F, 的 具体 大 小 ， 要 应 用 物体 的 平衡 条 件 。 
法 国学 者 库仑 通过 大 量 的 实验 得 出 静 滑 动 摩擦 定律 静 滑动 摩擦 力 的 最 大 值 .与 支 
撑 面 对 物 块 的 法 向 反 力 成 正比 ， 即 


























式 中 ，f. 称 为 静 滑动 摩擦 因数 。 它 是 一 个 无 量 岗 的 比例 因数 ， 其 值 与 两 接触 面 的 材料 及 表 
面 状况 (如 粗糙 度 、 干 湿度 、 温 度 等 ) 有 关 ， 大 小 由 实验 确定 并 载 于 工程 手册 。 例 如， 钢 对 
钢 、 钢 对 铸铁 的 静摩擦 因数 分 别 为 0.15 和 0. 3。 
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5. 2. 2 动 滑动 摩擦 力 
物 块 沿 支撑 面 滑 动 时 的 摩擦 力 称 为 动 滑动 摩擦 力 。 动 滑动 摩擦 力 服从 动 滑动 摩擦 定 
律 ， 即 
Fs= /Fx (5-3) 
式 中 ，y 为 动 滑动 摩擦 因数 。 一 般 情 况 下 ， 动 滑动 摩擦 因数 略 小 于 静 滑 动 摩擦 因数 ， 并 与 
两 个 相 接触 物体 的 材料 以 及 接触 表面 的 情况 有 关 ;， 同时 也 和 两 物体 相对 滑动 速度 有 关 。 在 
实际 应 用 中 ， 动 滑动 摩擦 因数 要 通过 实验 测定 。 
































5.3 摩擦 角 和 自 锁 现象 


5.3.1 摩擦 角 概述 


1. 全 约束 反 力 时 

法 向 约束 反 力 Fs 和 切 向 约束 反 力 F. 的 合力 称 为 全 约束 反 力 。 全 约束 反 力 与 法 向 约束 
反 力 的 夹 角 为 pgp， 由 图 5. 2(a) 可 知 : tang 二 了 /Fs 

2， 摩擦 角 AN 四 

当主 动力 正 达到 一 定 值 时 ,7 物 块 处 于 行将 运动 又 未 运动 的 临界 状态 ， 摩 擦 力也 达到 最 
大 值 ， 而 此 时 全 约束 反 家 入 的 同 的 天 角 也 达到 贡 ee， 称 wm 为 摩擦 角 。 由 图 5. 2(b) 
可 知 \ 








tangn = 


这 样 摩擦 角 可 表示 为 mw 三 arctanf,。 也 就 是 说 ， 摩 擦 角 gw ee 
当 物 块 处 于 平衡 时 ， 全 约束 反 力 与 法 向 反 力 的 夹 角 gq 也 总 是 小 于 或 等 于 摩擦 角 pw 
0<op< op (5-5) 


当下 改变 方向 时 ， 物 块 滑动 趋势 的 方向 改变 ， 全 约束 反 力 的 方向 也 随 着 改变 。 当 下 





不 断 地 改变 方向 时 ，Fx 的 作用 线 将 画 出 一 个 以 接触 点 A 为 项 点 的 锥 面 ， 如 图 5. 3 所 示 ， 
该 锥 面 称 为 摩擦 锥 。 














一 Am 





(a) 


图 5.2 摩擦 角 图 5.3 摩擦 锥 
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5.3.2 自 锁 现 象 





当主 动力 的 合力 Fs 与 法 线 之 间 的 夹 角 9 小 于 摩擦 角 ps， 即 主动 力 的 合力 作用 线 在 摩 
擦 锥 之 内 时 ， 如 图 5. 4(a) 所 示 ， 则 不 论 主 动力 有 和 多大， 物体 总 能 依靠 摩擦 而 保持 平衡 ， 这 
种 现象 称 为 自 锁 现象 。 反 之 , 若 主 动力 的 合力 Fs 与 法 线 之 间 的 夹 角 9 大 于 摩擦 角 y,,， 即 
主动 力 的 合力 作用 线 在 摩擦 锥 之 外 ， 如 图 5.4(b) 所 示 ， 则 不 论 主动 力 有 多 小 ， 物 体 一 定 
会 滑动 。 这 是 因为 全 约束 反 力作 用 线 可 能 出 现在 摩擦 锥 面 上 (此 时 处 于 临界 状态 ) 或 摩擦 锥 
之 内 的 任何 位 置 ， 而 大 小 可 以 不 加 限制 。 所 以 对 第 一 种 情况 ， 即 当主 动力 的 合力 Fs 与 法 
线 之 间 的 夹 角 9 小 于 摩擦 角 gp。 时 ， 在 摩擦 锥 内 总 能 找到 一 个 全 约束 反 力 Fr， 该 力 和 主动 
力 的 合力 Fs 相 平 衡 ; 而 对 于 第 二 种 情况 ， 由 于 主动 力 的 合力 Fs 作用 线 在 摩擦 锥 之 外 ， 则 
由 于 全 约束 反 力 作用 线 只 能 在 摩擦 锥 之 内 ,全 约束 反 力 Fr 不 强 能 和 主动 力 的 合力 Fs 共 
线 ， 此 二 力 不 符 合 二 力 平衡 的 条 件 ， 于 是 物体 将 产生 滑动 , 通过 分 析 可 知 ， 放 在 斜面 上 的 
物 块 在 重力 作用 下 不 至 于 产生 滑动 的 条 件 是 斜面 的 倾角 小 于 或 等 于 摩擦 角 gw ， 即 斜面 自 
锁 条 件 为 0<y,。 SN | 














5.4 考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 











考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 的 解法 与 不 考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 大 致 相同 ， 即 作 
于 物体 上 的 力 都 应 满足 力 系 的 平衡 条 件 。 对 于 考虑 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 ， 可 用 平面 任意 
力 系 的 平衡 方程 求解 ,也 可 用 摩擦 角 给 出 的 自 锁 条 件 求解 ， 同 时 要 注意 以 下 几 点 。 

(1) 取 研 究 对 象 时 ,一 般 总 是 从 摩擦 面 将 物体 分 开 。 

(2) 分 析 受 力 时 必须 考虑 摩擦 力 。 

(3) 在 临界 状态 下 ， 摩 擦 力 达 到 最 大 值 Fw 一 广 。Fx。 

(4) 物体 未 达到 临界 状态 ， 摩 擦 力 未 知 ， 处 于 0 和 已 过 六 RN 范围 内 ， 如 物体 具有 两 
种 可 能 滑动 趋势 时 ， 要 分 别 讨论 两 种 情况 ,其 大 小 由 平衡 条 件 确定 。 

(5) 解 题 的 最 后 结果 常常 为 不 等 式 或 用 最 大 值 和 最 小 值 表示 。 

【 例 5-1】 曲柄 连 杆 滑 块 机 构 如 图 5. 5(a) 所 示 。 已 知 OA==1， 在 OA 上 作用 一 力 偶 矩 
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连 杆 AB 与 铅 垂 线 的 夹 角 为 0， 滑 块 与 水 平面 间 的 摩擦 因数 为 /.， 系 统 在 图 5. 5(a) 所 
示 位 置 保 持平 衡 。 求 保持 平衡 时 力 P 的 最 小 值 ( 注 : 9 一 9 一 arctan 太 ， 角 并 非 定 值 ) 。 














F 
和 PeiNel| Pa 
4 < 4 9 [4 
Fu 8 
8 M ON\Fw Pa 
mW 
Fa Rs Pa 
B B Fa 0-9n 
F, 


(a) (b) (9 
图 5.5 例 5-1 图 


解 : 该 机 构 有 两 种 运动 趋势 ; 力 己 较 小 时 ， 请 块 且 有 向 右 清 动 克 势 力 P 较 大 时 ， 
滑 块 B 有 向 左 滑动 的 趋势 。 本 题 仅 求 的 最 小 值 ， 属 于 第 怀 神 情况 。 可 以 应 用 考虑 摩擦 的 
平衡 问题 的 解析 法 和 几何 法 ， 计 算 系 统 保持 平衡 时 力 严 的 最 小 值 。 

(1) 解析 法 : 分 别 取 是 OA 和 消 纪 研究 和 和， 受 力 分 析 如 图 5. 5(b) 所 示 ， 分 别 
列 平衡 方程 

杆 OA: EMo(F) < MER, ， » cos0* I=0 

解 得 连 杆 AB 的 受 力 为 % 





NFM 党 小 
Ta 一 To wm 
滑 块 也 ， , YK =0 Famsing— Pir, =0 





和 \ 
|) EF,=0 Fy Funsasb- Psina=0 
其 中 Fm 二 Foi 临界 时 有 F. 二 .Fs | 解 得 ， 
Wy 着 = M.» (sing— f.cos) __M. sin(0— gn) 
入 “ lcos0* (cosatf.sina) lcos0* cos(gn—a) 


上 式 中 应 用 到 广 =tanpu。 当 一 po 时 ，Pu。 = 
(2) 几何 法 :对 滑 块 B 进行 受 力 分 析 ， 如 图 5. 5(c) 所 示 ， 其 中 Fk 是 支撑 面 对 滑 块 B 
的 全 约束 反 力 ， 作 力 的 多 边 形 ， 如 图 5. 5(c) 所 示 ， 若 滑 块 处 于 向 右 滑动 的 临界 状态 ， 此 时 
Fk 二 Frmx， 了 二 Pwin。 由 三 角 关 系 有 
Faasin(0 一 pn) 
sin(90 一 wx 十 pm) 
当 a 二 pn 时 ， 上 式 取 最 小 值 ， 最 小 值 为 
Pin = Fa sin(0— gm) 








es _M 
由 于 Fa 一 Fas 一 jos0， 故 
_M。sin(0O 一 pn) 
lcos0 
若 力 书 较 大 时 ， 滑 块 甩 有 向 左 滑动 的 趋势 ,摩擦 力 F. 应 向 右 ， 分 析 方法 与 上 述 相同 ， 
保持 平衡 时 P 力 的 最 大 值 为 Ps 一 (0 后 (请 读者 自行 分 析 ). 
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【 例 5-2】 将 重量 为 P 的 物 块 放置 在 斜面 上 ， 斜面 倾角 a 大 于 接触 面 的 静摩擦 角 pu， 
如 图 5. 6(a) 所 示 , 已 知 静 摩擦 因数 为 f.( 其 中 f. 二 tang,)， 若 加 上 一 水 平 力 2 使 物 块 了 
衡 , 求 力 Q 值 的 范围 。 





甘 



































(y (b) (© 
图 5.6 例 5-2 图 


解 : 本 题 应 考虑 两 种 情况 : 如 果 @ 太 小 ， 物 体 将 有 向 下 滑动 的 趋势 ， 如 果 力 8 太 大 ， 
物 块 将 有 向 上 滑动 的 趋势 /KO 
首先 求 出 物体 不 至 于 下 滑 时 所 需 力 8 的 最 小 值 。 由 于 物 块 处 于 下 滑 的 临界 平衡 状态 ， 
摩擦 力 达到 最 大 值 ， 方 向 沿 斜 面向 上 ， i 6(b) 所 示 。 根 据 平衡 条 件 可 
列 静 力 平衡 方程 : 
D3 0 向 cosa PO Cpsine=0 
EF,=0 —QusiaatF,— 了 cosa 王 0 
临界 状态 时 ， 最 大 静 滑 动 摩 控 改 NS 汉王 六 FA 。 联 立 求解 ， 可 得 物体 不 至 于 下 滑 时 
所 需 力 @ 的 最 小 值 为 RS wx 
Oe pt 
青 求 出 使 物体 不 至 于 让 请 时 所 允许 的 @ 的 最 大 值 。 由 于 物体 处 于 上 滑 的 临界 平衡 状 
， 摩 擦 力 达 到 最 大 值 ， 方向 沿 斜 面向 下 。 | 物 块 受 力 分 析 如 图 5. 6(c) 所 示 。 根 据 平衡 条 件 
可 列 平方 六 | 








ZF,=0 A 
na 十 Fx 一 Pcosa 一 0 
nox 二 fFs。 联 立 求解 ， 可 得 物体 不 至 于 上 滑 时 








临界 状态 时 ， 最 大 静 滑 动 摩擦 力 为 
所 允许 的 @ 的 最 大 值 为 








_ sinat f.cosa 
Qu 一 cosa— f.sina 
因此 ， 要 维持 物体 平衡 力 8 的 值 必须 满足 以 下 条 件 
sina 一 太 cosa sinat f.cosa 
cosa 二 fsinat Q<os= sina 


P=Ptan(at yn) 





讨论 : 

本 题 中 放置 在 斜面 上 的 物 块 具有 两 种 可 能 滑动 趋势 ， 要 分 别 讨论 两 种 情况 。 首 先 ， 分 
析 临 界 平衡 状态 时 ,摩擦 力 的 方向 必须 与 假设 的 滑动 趋势 方向 相反 ， 而 不 能 随便 假定 ; 其 
次 ,用 平衡 条 人 件 和 临界 状态 下 最 大 普 滑 动 摩擦 力 的 表达 式 求解 未 知 量 ; 最 后 ， 得 到 维持 平 
衡 时 力 2 的 值 变化 范围 。 这 是 应 用 解析 法 求解 。 

本 题 也 可 用 摩擦 角 来 求解 。 当 8 取 最 小 值 时 ， 物 块 有 向 下 滑动 的 趋势 ,其 受 力 如 
图 5.7(a) 所 示 ， 这 时 P 了 、Qws 和 支撑 面 的 全 约束 反 力 Fess 构成 三 力 平衡 汇 交 力 系 。 此 时 
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由 于 物 块 处 于 临界 状态 ,可知 支 撑 面 的 全 约 东 反 力 Fr 与 斜面 法 线 间 的 夹 角 为 摩擦 角 
qm。 由 平衡 的 几何 条 件 画 出 力 三 角形 图 如 图 5. 7(a) 所 示 ， 并 由 力 三 角形 图 可 得 : Qs 一 
了 P， tan(a 一 pm); 当 @ 取 最 大 值 时 ， 物 块 有 向 上 滑动 的 趋势 ， 其 受 力 如 图 5.7(b) 所 示 ， 
此 时 PP、Q 和 支撑 面 的 全 反 力 Fw 构成 三 力 平衡 汇 交 力 系 。 由 平衡 的 几何 条 件 画 出 力 
三 角形 图 ， 并 由 力 三 角形 图 可 得 Qu.= 王 PP .tan(c 十 mo)。 将 tan(a 一 w) 与 tan(a 十 gn) 展 


开 ， 可 得 使 物 块 平衡 的 力 @ 值 的 范围 为 sme 一 大 cosap < 之 Q<Sine 十 人 cosap ， 计 算 结果 与 
































cosat f.sina cosa— f.sina 
上 述 解 析 法 相同 。 
Onmn 
人 一 和 
Pp 
FRmax 
PT r 
Femas Cu Xx 


回 .A\ 


图 5.7 三 力 平衡 汇 交 旋 系 


止 ， 但 不 处 于 临界 平衡 状态 ， 这 时 摩擦 力 未 达到 最 大 值 ， 其 大 小 不 能 用 F, 二 .Fs 来 计 
算 ， 而 应 将 摩擦 力作 为 约束 反 力 ， 应 用 静 方 平衡 方程 来 求解 。 

【 例 5-3】 制动器 的 构造 如 图 5.8Ca) 所 示 。 已 知 重 物 重 W=500N， 制 动 轮 与 制 动 块 
间 的 静摩擦 因数 /. = 0-6;TR 兰 250mm, 二 150mni, a = 1000mm, 4b = 300mm, 
/一 100mm。 求 制 动 鼓 轮转 动 所 需 的 力 正 的 大 小 .六 

解 : 先 选取 鼓 轮 为 研究 对 象 。 鼓 轮 在 重 物 W\ 的 作用 下 有 逆 时 针 转 动 的 趋势 ， 由 此 可 
判定 闸 块 与 鼓 轮 之 间 的 摩 氛 力 F. 向 右 ， 其 他 力 作 图 5.8(b) 所 示 ,， 它们 构成 一 组 平面 任意 
力 系 。 由 于 不 求 'O 处 的 约束 反 力 ， 故 只 列 出 力矩 平衡 方程 

EMoF)=0 We*r—F..R=0 

再 取 杆 AB( 包 括 制 动 块 ) 为 研究 对 象 。 其 受 力 图 如 图 5. 8(c) 所 示 ， 它 们 也 构成 一 组 平 

面 任意 力 系 。 由 于 不 求 A 处 约束 反 力 ， 故 只 对 A 点 列 力矩 平衡 方程 
EMA(F)=0 FN *b—F:*h—F.a=0 











[a (b) (0) 


图 5.8 例 5-3 图 
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注意 Fx 二 Fs，F' 二 F,， 并 考虑 平衡 的 临界 状态 ， 由 静摩擦 定律 有 下 .一 Fw. 一 人 Fv， 
联 立 求解 ， 可 得 
F=120N 
这 是 制 动 鼓 轮转 动 所 需 的 力 FF 的 最 小 值 。 
【 例 5-4】 均 质 直 杆 AB 如 图 5.9(a) 所 示 ， 重力 为 G. 长 为:， 处 于 水 平 位 置 ， 杆 上 
DD 处 有 一 倾角 为 60 的 细 绳 拉 住 ， 杆 的 A 端 与 墙 面 接触 压 紧 。 墙 面 与 杆 端的 摩擦 因数 人 二 
0.2。 试 验算 杆 端 A 是 否 向 下 滑动 ? 





x 
图 5.9 例 5-4 国 、 


解 ; 本 题 要 验算 杆 端 A 是 否 向 下 滑动 要 先 假设 村 AB 处 于 静止 状态 。 选 村 AB 为 研 
究 对 象 ， 对 其 进行 受 力 分 析 ， 如 图 5. 9(B) 所 示 > 由 于 平衡 时 杆 端 A 相对 于 墙 面 并 不 一 定 
处 于 滑动 的 临界 状态 ， 此 时 墙 面 与 本 器 从 接触 处 的 约束 反 力 F 及 摩擦 力 玉 为 两 个 互 不 相 
关 、 各 自 独 立 的 未 知 量 。 列 平衡 方程 ， x XX 


Ep. .=0 Fw 一 Foecosos 





= 
和 一 2P,=0 已 一 ChEosih6o = 
JANEMACEP)=0 FEDX0.71 一 GX0.50 一 0 
联 立 求解 ， 可 得 \7 | 
Fs=0.4124G, F.=0.2857G 

由 于 静 滑 动 摩擦 力 大 小 取 值 范围 为 0 二 FF. 三 F,,， 而 Fw 二 FsXf. 二 0.08248G， 故 杆 
端 不 可 能 产生 保持 静止 所 需 的 摩擦 力 值 0. 2857G。 假 设 不 成 立 ， 故 A 端 向 下 滑动 。 
【 例 5-5】 如 图 5.10 所 示 的 均 质 木 箱 重量 了 P= 二 5kN， 它 和 地 面 间 的 摩擦 因数 /, = 
0.4， 图 中 有 =24a 二 2m， 0 二 30", 求 : (1) 当 B 处 的 拉力 二 1kN 时 ， 木 箱 是 否 平衡 ? (2) 能 
保持 平衡 的 最 大 拉力 。 























解 : (1) 木 箱 在 力 正 的 作用 下 有 三 种 可 能 发 生 的 情况 ， 即 木 
箱 处 于 平衡 状态 ， 木 箱 滑 动 或 翻 倒 。 假 设 在 拉力 二 1kN 作用 
下 ， 木 箱 处 于 平衡 状态 。 选 择 木 箱 为 研究 对 象 ， 其 受 力 分 析 如 图 
5. 10 所 示 ， 此 时 不 妨 设 地 面 对 木 箱 法 线 方向 约束 反 力 作用 在 距 
离 A 点 为 d 的 E 点 。 列 平衡 方程 














SF,=0 F.—Fcos0=0 (a) 





图 5.10 例 5-5 图 EF,=0 Fs—P+Fsing=0 (b) 
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DMAF)=0 Fs» d+Fcos0*h 1 0 Co) 








其 中 , 1 一 2a 一 2m，0 一 30"。 联 立 求解 ,可 得 
F.=0. 866kN, Fs=4.5kN, d=0.171m 
此 时 ， 木 箱 和 地 面 间 的 最 大 摩擦 力 
Famx—= fs * Fn=1. 8kN 
可 见 ，F, 二 F,。， 木 箱 不 会 滑动 ; 又 d>0， 木 箱 也 不 至 于 翻 倒 。 

(2) 为 了 求 保 持 木 箱 平衡 的 最 大 拉力 ， 可 分 别 求 出 木 箱 将 滑动 时 的 临界 拉力 Fn 和 木 
箱 绕 A 点 翻 倒 时 的 临界 拉力 Fa。 要 保证 木 箱 保 持平 衡 ， 其 最 大 拉力 应 取 Fa 和 Fs 两 个 值 
的 较 小 者 。 z 

木 箱 处 于 滑动 的 临界 状态 下 ， 有 

F,=Pe=f Ps 久 
联合 平衡 方程 (a)、(b) 式 ， 有 = 
Fn cos0=/.( PERSin) 
解 之 得 到 木 箱 处 于 滑动 的 临界 状态 下 的 拉力 正章 大 小 为 











一 1 876kN 
n 


条 拉 点 全 时 的 放权 人 即 在 
平衡 方程 (c) 中 , 令 d=0 让 


Fes 并 RS 一 0 


解 之 得 到 木 箱 绕 二 六 几时 的 帮 界 拉 力 下 各 的 大 小 为 
Pa 
Fau = 3hcosd 
由 于 Fa 二 Fas， 木 箱 在 力 的 作用 下 可 能 发 生 翻 倒 ， 故 木 箱 能 保持 平衡 最 大 拉力 
Funx =1.443kN。 





=1. 443kN 


5.5 滚动 摩 阻 的 概念 


前 面 已 经 介绍 了 滑动 摩擦 ,对 考虑 滑动 摩擦 时 物体 的 平衡 问题 进行 了 分 析 。 在 人 们 的 
日 常生 活 和 工程 实践 中 ,一 物体 在 另 一 物体 表面 上 运动 除了 滑动 以 外 ， 还 经 常 碰 到 另 一 科 
形式 的 运动 一 一 滚动 。 例 如 ， 人 们 在 搬运 笨重 设备 时 ， 在 其 下 面 垫上 圆 管 ， 圆 管 相 对 于 地 
面 滚动 ， 这 样 搬运 起 来 比较 省 力 。 在 工程 实践 中 ,为 了 提高 效率 ， 减轻 劳动 强度 ， 常 利 
物体 的 滚动 代 蔡 物体 的 滑动 。 为 什么 滚动 比 滑动 省 力 ? 滚 子 在 地 面 上 滚动 受到 什么 力 的 作 
用 呢 ? 这 些 力 有 什么 特性 呢 ? 现 以 一 圆柱 体 在 地 面 上 滚动 为 例 来 分 析 说 明 。 

设 一 半径 为 7 的 深 子 ,静止 放置 于 水 平地 面 上 。 设 深 子 的 重量 为 P， 在 深 子 中 心 作 
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-水 平 力 下 。 当 力 正 较 小 时 ， 滚 子 可 能 处 于 既 不 滚动 ， 又 不 滑动 的 静 力 平衡 状态 。 对 滚 子 
进行 受 力 分 析 ， 可 知 作用 于 滚 子 的 力 除了 主动 力 己 和 正之 外 . 还 有 地 面 对 深 子 的 约束 反 
力 ， 即 法 向 反 力 Fs 和 切 向 反 力 F.， 其 受 力图 如 图 5. 11(a) 所 示 。 列 平衡 方程 有 

ZF,=0 F—F.=0 
ZF,=0 RN 一 P=0 
解 得 切 向 反 力 和 法 向 反 力 分 别 为 














下. 一 F，FN 一 忆 
法 向 反 力 Ps 和 重力 己 相 互 抵消 ， 但 力 正和 力 正 , 刚好 形成 力 偶 ， 该 力 偶 应 使 滚 子 向 前 

滚动 。 但 实际 上 滚 子 并 没有 滚动 。 这 说 明 支 撑 面 对 滚 子 还 作用 有 一 个 阻碍 滚 子 滚动 的 力 
偶 ， 称 为 滚动 摩 阻 力 偶 ， 简 称 滚动 摩 阻 。 

事实 上 ， 地 面 上 的 滚 子 和 地 面 的 接触 不 可 能 是 点 (或 线 ) 接 触 ” 地 面 在 深 子 重力 的 作 
下 必然 产生 变形 而 和 深 子 有 一 接触 面 ， 如 图 5. 11(b) 所 示 。 该 接触 面 的 反 作 力 简化 
到 对 称 平面 上 构成 一 平面 任意 力 系 。 根 据 平面 任意 力 系 的 简化 ， 该 力 系 可 简化 为 一 通过 
点 A 的 力 想 和 一 力 偶 矩 Mi ， 如 图 5. 11(c) 所 示 。 将 力 下 分 解 为 法 向 反 力 PFA 和 切 向 反 力 
F,， 得 到 滚 子 的 受 力图 如 图 5. 11(d) 所 示 。M 为 滚动 厅 阻 。 它 是 由 于 深 子 相对 于 地 面 深 
动 或 有 滚动 趋势 时 产生 的 阻碍 物体 滚动 的 力 偶 其 方向 与 物体 滚动 或 滚动 趋势 的 方向 
相反 。 1 





















































mt 网 
Fn 
(qd) (©) 
图 5.11 滚动 摩 阻 


与 静 滑动 摩擦 力 相 似 ， 滚 动 摩 阻 力 偶 随 主动 力 正 的 增 大 而 增 大 ， 当 下 增 大 到 某 一 数 
值 时 ， 滚 子 处 于 将 滚 未 滚 的 临界 平衡 状态 。 这 时 滚动 摩 阻力 偶 达到 最 大 值 ， 称 为 最 大 滚动 
摩 阻力 偶 ， 用 Mi 来 表示 。 

物体 平衡 时 ， 滚 动 摩 阻力 偶 矩 的 大 小 可 在 一 定 的 范围 内 取 值 ， 即 


























OM Mes (5=6) 
最 大 滚动 摩 阻 力 偶 矩 是 在 极限 平衡 条 件 下 产生 的 ， 甚 值 由 滚动 摩 阻 定律 确定 ， 即 
Max =6 * Fy (5-7) 





式 中 ,6 为 滚动 摩 阻 系数 ， 其 单位 为 长 度 单位 ， 一 般 为 mm 或 cm。 滚动 摩 阻 系数 只 与 滚 子 
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和 支撑 面 的 硬度 和 湿度 等 因素 有 关 ， 而 与 滚 子 的 半径 无 关 。 滚 动 摩 阻 系数 8 的 物理 意义 为 
即将 滚动 时 ， 法 向 约束 反 力 偏离 深 子 中 心 线 的 最 远 距 离 。 如 图 5. 11(e) 所 示 。 


小 结 


两 个 相互 接触 的 物体 ， 发 生 相对 滑动 或 存在 相对 滑动 趋势 时 ,彼此 之 间 就 有 阻碍 滑动 
的 力 存在 ， 此 力 称 为 滑动 摩擦 力 ， 简 称 摩擦 力 。 摩 擦 力作 用 在 物体 的 接触 表面 处 ， 其 方向 
沿 接触 面 的 切线 ， 并 和 物体 相对 滑动 或 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 。 

静 滑 动 摩擦 力 是 一 种 约束 反 力 ， 它 随 主动 力 而 产生 ， 也 随 主动 力 而 消失 。 静 滑动 摩 氛 
力 的 大 小 可 在 一 定 的 范围 内 取 值 ， 即 0<F. 三 F,。。。 具 体 要 确定 摩擦 力 F. 的 大 小 ， 要 应 
到 物体 的 平衡 条 件 。 最 大 元 举动 订 近 力 是 在 极限 平 衔 条 件 下 产生 的 ， 它 服 从 静 滑 动 摩擦 定 
律 ， 即 Fo 一 六 FN。 

动 滑动 摩擦 力 服从 动 滑 动 摩擦 定律 , 即 已 一 AP CN 

全 约束 反 力 与 法 线 间 的 最 大 夹 角 y, 称 为 摩擦 角 。 .摩擦 角 可 表示 为 p。 二 arctanf,。 当 物 
奖 处 于 平衡 时 ， 全 约束 反 力 与 5 法 向 反 力 的 来 角 9p 也 总 是 小 了 于 或 等 于 摩擦 角 pw ， 即 0<<y 过 
gm。 当主 动力 不 断 地 改变 方向 时 ， 全 约束 反 尺 AN 的 作用 线 将 而 出 一 个 以 接触 点 为 顶点 
的 锥 面 ， 该 锥 面 称 为 摩擦 锥 。 

当主 动力 的 合力 与 法 线 之 间 的 夹 角 有 小 上 深交 gm， 即 主动 力 的 合力 作用 线 在 摩擦 锥 
之 内 ， 则 不 论 主动 力 有 和 多大， 物体 总 能 依靠 摩擦 而 保持 平衡 ， 这 种 现象 称 为 自 锁 现象 。 应 
用 自 锁 的 概念 ， 可 用 几何 法 求解 考虑 摩擦 的 平衡 问题 。 

浪子 相 对 于 地 面 深 动 或 有 有 演 动 趋势 时 产生 的 险 镁 物体 滚动 的 力 倡 ， 称 为 滚动 摩 阻 
力 偶 ， 用 Mi 表示 。 深 动 际 阴 万 偶 的 方向 与 物体 滚动 或 滚动 趋势 的 方向 相反 。 滚 子 处 
于 临界 平衡 状态 时 的 滚动 摩 阻力 偶 ， 称 为 最 大 滚动 摩 阻力 偶 ， 用 Ms 表示。 其 值 由 滚 
动 摩 阻 定律 确定 ， 即 3M 二 36， Fs。 式 中 全 称 为 滚动 摩 阻 系数 ， 其 单位 为 长 度 单位 ， 
一 般 为 mm 或 eh》 物体 平衡 时 ， 滚 动 摩 阻 方 偶 矩 的 大 小 可 在 一 定 的 范围 内 取 值 ， 即 0 过 
MM 























|% AN 

















习 题 

一 、 是 非 题 ( 正 确 的 在 括号 内 打 “\/”， 错 误 的 打 “X”) 
1. 静 滑动 摩擦 力 与 最 大 静 滑 动 摩擦 力 是 相等 的 。 ) 
2. 最 大 静摩擦 力 的 方向 总 是 与 相对 滑动 趋势 的 方向 相反 。 € ) 
3， 摩擦 定律 中 的 正 压力 ( 即 法 向 约束 反 力 ) 是 指 接触 面 处 物体 的 重力 。 ) 
4. 当 物 体 静 止 在 支撑 面 上 时 ,支撑 面 全 约束 反 力 与 法 线 间 的 偏 角 不 小 于 摩擦 角 。 

( ) 
5. 斜面 自 锁 的 条 件 是 斜面 的 倾角 小 于 和 斜面 间 的 摩擦 角 。 ( ) 


二 、 填 空 题 


1. 当 物 体 处 于 平衡 状态 时 ， 静 滑动 摩擦 力 增 大 是 有 一 定 限 度 的 ， 它 只 能 在 





范围 内 变化 ， 而 动 摩擦 力 应 该 是 
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2. 静 滑 动 摩擦 力 等 于 最 大 静 滑动 摩擦 力 时 物体 的 平衡 状态 ， 称 为 5 

3. 对 于 作用 于 物体 上 的 主动 力 ， 若 其 合力 的 作用 线 在 摩擦 角 以 内 ， 则 不 论 这 个 力 有 

多 大 ， 物 体 一 定 保持 平衡 ， 这 种 现象 称 为 














4， 当 摩擦 力 达 到 最 大 值 时 ， 支 撑 面 全 约束 反 力 与 法 线 间 的 夹 角 为 
5. 重量 为 G 的 均 质 细 杆 AB， 与 墙 面 的 摩擦 因数 为 f==0.6， 如 图 5. 12 所 示 ， 则 摩擦 
力 为 





6. 物 块 B 重 P==2kN， 物 块 A 重 0 二 5kN, 在 B 上 作用 一 水 平 力 FF， 如 图 5.13 所 示 。 
当 系 A 之 绳 与 水 平面 夹 角 9 二 30" 时 ，B 与 水 平面 间 的 静 滑 动 摩擦 因数 f= 二 0.2， 物 块 A 与 
B 之 间 的 静 滑动 摩擦 因数 /二 0.25， 要 将 物 块 B 拉 出 时 所 需 水 平 力 下 的 最 小 值 为 











图 5.12 题 二 (5) 图 -1 图 5.13 题 二 (6) 图 
三 、 选 择 题 BNE 
1. 如 图 5. 14 所 示 ， 重量 为 户 的 物 块 静 止 在 倾角 为 名 的 斜面 上 ， 已 知 摩擦 因数 为 广 ， 
F. 为 摩擦 力 ， 则 F, 的 表达 式 劣 (。”); 临界 时 ，R, 前 表达 式 为 ( 。 )。 
A. F,=/.Pcosa \—— B. FE 一 Psina 
C. 已 > 六 Ecosa x Dp BYS Psinag 
2. 重量 洒 G 的 物 抉 放置 在 粗糙 的 水 平面 下， 物 块 与 水 平面 间 的 静摩擦 因数 为 /,， 今 
在 物 块 上 作用 本 平 推力 P 后 物 块 仍 处 于 静止 状态 ， 如 图 5. 15 所 示 ， 那 么 水 平面 的 全 约束 
反 力 大 小 为 ( ) 。 

















A. Fr=f,G B. Fr= VP’+(f.G)’ 
C. Fr= VG 十 已 D. Fr= VG’+(f.P)’ 
G6 

ad 

图 5.14 题 三 (1) 图 图 5.15 题 三 (2) 图 


3. 重量 为 P、 半 径 为 R 的 圆 轮 。 放 在 水 平面 上 ， 如 图 5. 16 所 示 ， 轮 与 地 面 间 的 滑动 
摩擦 因数 为 /.， 滚 动 摩 阻 系数 为 6， 贺 轮 在 水 平 力 的 作用 下 平衡 ， 则 接触 处 的 摩擦 力 下. 
和 滚动 摩 阻 力 偶 矩 Mi 的 大 小 分 别 为 (””)。 

A. F.=/f.P, Mi=6P B. F.=f.P, Mi:=RF 
C. FE=F, Mi=RF D. F.=F, Mi=6P 
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4. 重量 分 别 为 P\ 和 Ps 的 物体 重 夺 地 放置 在 粗糙 的 水 平面 上 ， 水 平 力 下 作用 于 物体 A 
5.17 所 示 。 设 A、B 间 的 摩擦 力 最 大 值 为 Fa。.，B 与 水 平面 间 的 摩擦 力 的 最 大 





上 ， 如 图 

值 为 Fass， 若 A、B 能 各 自 保持 平衡 ， 则 各 力 之 间 的 关系 为 ( )。 
A. F> Fm > Fm B. F<Fams FBmax 
C, Fpmr FFAm D. Faws FF pm 





Fn 7 
图 5.16 题 三 (3) 图 图 5.17 题 三 ( 钊 图 


5， 当 物体 处 于 临界 平衡 状态 时 ， 静 摩擦 力 F， HAA 
A, 与 物体 的 重量 成 正比 
与 物体 的 重力 在 支撑 面 的 法 线 方 向 的 大 外 成 正比 
C. 与 相互 接触 物体 之 间 的 正 压力 大 小 成 正比 
D， 由 力 系 的 平衡 方程 来 确定 | 
6. 已 知 物 块 A 重 100kN， 物 块 及 重 -25kN， 物 块 A 与 地 面 间 的 滑动 摩擦 因数 为 0. 2， 
滑轮 处 摩擦 不 计 ， 如 图 5. 18 所 示 、 则 物体 A 与 地 面 间 的 摩擦 力 的 大 小 为 ( Ns 
A. 16kN B. -15kN, C. 20kN, Ho >D. 5kN 
7. 如 图 5. 19 所 示 为 一 广 桌 的 对 称 平面 ， 水 平 科 浪 P 和 桌子 重 W 都 作用 在 对 称 平面 
内 , 桌 腿 A、B 与 地 而 之 六 到 了 扩 因数 为 ds 车 在 对 称 平面 内 研究 桌子 所 受 的 滑动 
摩擦 力 。 以 下 四 种 情况 中 说 法 正确 的 是 (. 革 D) 
A. 当 R 二 太 克 时 ， 深 动 昌 拓 力 引 FF 一 Fas 一 大 取 /2 
B. 当 PPf.W 时 ， 滑动 摩擦 力 Fuws< Fas 之 太太/2 
C. 当 P<<f.W 时 ,滑动 摩擦 力 Fs 二 Fs 二 f.W/2 
D. 当 Pf.W 时 ， 滑动 摩擦 力 FA 十 Fa 一 太太 
8. 如 图 5. 20 所 示 木 梯 重 量 为 P，B 端 靠 在 铅 垂 墙 上 ，A 端 放 在 水 平地 面 上 ， 若 地 面 
为 绝对 光滑 ， 木 梯 与 墙 之 间 有 摩擦， 其 摩擦 因数 为 /.， 梯子 与 地 面 的 夹 角 为 a。 以 下 四 种 
条 件 的 说 法 中 正确 的 是 ( Ds 
A， 当 a 二 arctanf. 时 ， 杆 能 平衡 B. 当 a 二 arctanf. 时 ， 杆 能 平衡 
C. 只 有 当 a<arctanf. 时 ， 杆 不 平衡 ”D. 在 0 二 a=90" 时 ， 杆 都 不 平衡 














图 5.18 题 三 (6) 图 图 5.19 题 三 (7) 图 图 5.20 题 三 (8) 图 
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四 、 计 算 题 

1. 如 图 5. 21 所 示 , 重量 为 G 的 物 块 ， 放 在 粗糙 的 水 平面 上 ， 接 触 面 之 间 的 摩 氛 因 数 
为 f/.。 试 求 拉 动物 块 所 需 力 的 最 小 值 及 此 时 的 角 a。 

2. 重量 为 P 的 物体 放 在 倾角 为 a 的 斜面 上 ,物体 与 斜面 之 间 的 摩擦 角 为 ws， 如 
图 5. 22 所 示 。 如 在 物 块 上 作用 力 F， 此 力 与 斜面 的 夹 角 为 9。 求 拉动 物 块 时 的 五 值 ， 并 问 
当 角 0 为 何 值 时 ， 此 力 为 最 小 。 


图 5.21 题 四 (1) 图 图 5.22 题 四 (2) 图 ” 






































3. 重力 为 500N 的 物体 A 置 于 重力 为 400N 的 物体 \B 目 ，B 又 置 于 水 平面 C 上 ， 如 
图 5. 23 所 示 。 已 知 A、B 之 间 的 摩擦 因数 /mm 一 0.3, TB 瑟 水 平面 之 间 的 摩擦 因数 /1 = 
0.2， 今 在 A 上 作用 一 与 水 平面 成 a 二 30° 的 力 FY 间 汪 (1) 当 力 下 逐渐 加 大 时 ， 是 A 先 滑 
动 呢 ， 还 是 AB 一 起 滑动 ? (2) 如 果 B 物体 重 为 为 200N， 情 况 又 如 何 ? 

4. 如 图 5. 24 所 示 的 梯子 长 AB=4< 重 P=100N， 靠 在 光滑 的 墙 上 并 和 水 平地 面 成 
75° 角 。 已 知 倍 子 和 地 面 之 间 的 静 滑动 摩擦 因数 为 广 一 0. 4 问 重 Q 一 700N 的 人 能 否 扑 到 
梯子 顶端 而 不 致使 梯子 滑 倒 ?_ 养 求 拉面 对 梯子 的 摩擦 力 认 假定 梯子 的 重心 在 其 中 点 C。 











图 5.23 题 四 (3) 图 图 5.24 题 四 (4) 图 

5， 和 欲 转 动 一 放 在 V 形 槽 中 的 钢 棒 料 ， 如 图 5. 25 所 示 ， 需 作用 力矩 M 二 15N。m 的 力 
偶 , 已 知 棒 料 重 W 二 400N， 直 径 D=25cm， 试 求 棒 料 与 槽 间 的 摩擦 因数 /。 

6. 如 图 5. 26 所 示 半 圆柱 体重 力 为 P， 重心 C 到 圆心 O 点 的 距离 a 一代， 其 中 民 为 圆 


柱 体 半径 。 如 半圆 柱 体 和 水 平面 间 的 摩擦 因数 为 /， 求 半圆 柱 体 被 拉动 时 所 偏 过 的 角度 。 




















YH 
A 


图 5.25 题 四 (5) 图 图 5.26 题 四 (6) 图 
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7. 同一 物 块 在 如 图 5. 27 所 示 的 两 种 受 力 情况 下 ， 均 保持 物体 不 下 滑 时 力 F 和 F, 是 
否 相 同 ? 为 什么 ? 设 物 块 重 为 2， 与 铅 垂 面 间 的 摩擦 因数 为 .。 

8. 如 图 5. 28 所 示 系 统 中 ,已 知 物体 ABCD 重 书 = 50kN， 与 斜面 间 的 摩擦 因数 为 
f= 二 0.4， 斜面 倾角 a=30"，AB==CD==10cem，AD==BC==50cm， 绳索 AE 段 水 平 ， 试 求 能 
使 系统 平衡 时 物体 M 重量 8 的 最 小 值 。 











图 5.27 题 四 (7) 图 图 5.28 题 四 (8) 图 


9， 如 图 5. 29 所 示 ， 圆柱 体 A 与 方块 B 均 重 W=100N* 置 于 与 水 平面 成 30 的 斜面 
上 ,车 所 有 接触 处 的 滑动 摩擦 角 均 为 35", 求 保持 物体 平衡 所 需要 的 了 的 最 小 值 。 

10. 如 图 5. 30 所 示 的 均 质 杆 AB 和 BC 重 均 为 .WR 长 均 为 L，A、B 为 匀 链 连接 ，C 
端 靠 在 粗糙 的 墙 上 ， 设 静摩擦 因数 为 /二 0. 35, 求 系统 平衡 时 0 角 的 范围 。 





A 





-图 5.29 题 四 (9) 图 > ， 图 5.30 题 四 (10) 图 


11. 如 图 5>3Y 所 示 托 架 ， 安 装 在 直径 d= 30cm 的 水 泥 柱 子 上 ， 托 架 与 柱子 之 间 的 静 
摩擦 因数 六 =0.25， 且 /= 一 60cm， 问 作用 于 托 架 上 的 荷载 王 距 圆柱 中 心 线 应 为 多 远 时 才 不 
致使 托 架 下 滑 ? 托 架 自重 不 计 。 

12， 如 图 5. 32 所 示 圆 柱 O 重量 为 Q， 半 径 为 尽 , 夹 放 在 用 匀 链 连接 的 两 板 AC、BC 
之 间 , 车 圆柱 与 板 之 间 的 摩擦 因数 为 /.， 试 求 圆柱 平衡 时 力 P 的 大 小 。 设 AC= 工 ， 
LACB=2a, 


























图 5.31 题 四 (11) 图 图 5.32 题 四 (12) 图 
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13. 如 图 5. 33 所 示 ， 均 质 杆 AB 重 碌 ,=75N， 木 块 C 重 柬 ,=200N， 杆 与 木 块 间 的 
静摩擦 因数 f 二 0.5， 木 块 与 水 平面 间 的 静摩擦 因数 f, 二 0.6， 求 拉动 木 块 的 水 平 力 P 了 的 




















14. 如 图 5. 34 所 示 ， 两 无 重 杆 在 B 处 用 套 简 式 无 重 滑 块 连接 ,在 杆 AD 上 作用 一 力 
偶 Ms， 其 力 偶 矩 MA 一 40N。，m， 在 图 示 瞬 时 AB 二 AC。 滑 块 和 杆 AD 间 的 摩擦 因数 
了 二 0.3， 求 保持 系统 平衡 时 力 偶 矩 Mc 的 范围 。 














图 5.33 题 四 (13) 图 ”图 5534 题 四 (14) 图 


15. 如 图 5. 35 所 示 ， 砖 夹 由 曲 杆 AOB. 和 和 OCD 在 点 O 铵 接 而 成 。 工 作 时 在 点 五 加 力 
了 , 点 及 在 AD 的 中 心 线 上 。 若 砖 夹 与 砖 抉 之 间 的 摩擦 因数 六 =0.5， 不 计 各 杆 自重 ， 问 
距离 5 为 多 大 时 才能 将 砖 块 夹 起 ”图 中 长 度 单位 为 cm。 

16. 横 形 夹具 如 图 5. 36 所 示 4 块 顶 角 为 a， 受 水 平 向 左 的 力作 用 ，B 块 受 垂直 向 
下 的 力 @ 作用 。A 块 与 B 块 之 间 的 静 滑动 摩 氛 因 数 为 亡 洋 如 不 计 A、B 的 重量 ， 试 求 能 
保持 平衡 的 力 P 的 范围 > 








图 5.35 题 四 (15) 图 图 5.36 题 四 (16) 图 








17, 如 图 5. 37 所 示 ， 均 质 杆 AB 长 25, 重量 为 P， 放 在 水 平面 和 半径 为 的 固定 圆柱 
上 。 设 各 处 摩擦 因数 都 是 f.， 试 求 杆 处 于 平衡 时 p 的 最 














有 


大 值 。 
人 SS 18. 如 图 5. 38 所 示 鼓 轮 召 重量 为 500N， 放 在 墙角 里 。 
SS 4_ ， 已 知 鼓 轮 与 水 平地 板 间 的 摩擦 因数 /二 0.25， 而 铝 直 墙壁 
。 则 假定 是 绝对 光滑 的 。 鼓 轮 上 的 绳索 下 端 挂 着 重 物 。 设 半径 
R=200mm，r 一 100mm， 求 平衡 时 重 物 A 的 最 大 重量 。 
19. 一 个 起 重用 的 夹具 由 ABC 和 DEF 两 个 相同 的 弯 杆 组 成 ， 并 由 杆 BE 连接 ， 刀 和 
都 是 贸 链 ， 尺寸 如 图 5. 39 所 示 。 不 计 夹 具 自 重 , 试问 要 能 提起 重量 为 G 的 重 物 , 夹具 

















图 5.37 题 四 (17) 图 
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与 重 物 接触 面 处 的 摩擦 因数 /. 应 为 多 大 ? 








图 5.38 题 四 (18) 图 图 5. 39 题 四 [19) 图 


20. 轧 压 机 由 两 轮 构 成 ， 两 轮 的 直径 均 为 Laojia， 轮 间 的 间 际 为 a 二 5mm， 两 轮 
反 向 转动 ， 转 动 方 向 如 图 5. 40 所 示 。 已 知 烧 红 的 铁 板 与 铸铁 轮 之 间 的 摩擦 因数 为 人 一 
0.1， 问 能 轧 压 的 铁 板 的 厚度 2 是 多 少 ? “| 

提示 : 要 使 机 器 正常 工作 ， 铁 板 必须 被 两 轮 带 动 ， 即 作用 在 铁 板 A、B 处 的 法 向 反 力 
和 摩擦 力 的 合力 必须 水 平 向 右 。 下 > 由 





5.40 题 四 (20) 图 
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知识 要 点 


第 @ 齐 


运动 学 基础 


掌握 程度 


相关 知识 





点 的 简单 运动 


掌握 描述 点 的 运动 丙 三 种 方法 


点 的 运动 方程 、 速 度 和 加 速度 





刚体 平 动 


掌握 网 休 平 动 的 





动 特征 


刚体 平 动 可 简化 为 刚体 内 任 一 点 
运动 





刚体 定 轴 转 动 





膏 握 刚体 绕 定 轴 转 动 的 运动 特征 





求解 刚体 转动 方程 、 角 速度 、 角 
加 速度 
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运动 学 主要 研究 点 和 刚体 的 运动 规律 。 点 是 指 没有 大 小 和 质量 、 在 空间 占据 一 定位 
置 的 几何 点 。 例 如 ， 要 研究 天 空中 飞行 的 炮弹 、 太 空中 飞行 的 飞船 的 运动 ， 则 炮弹 和 飞 
船 都 可 以 视 为 运动 的 点 。 刚 体 是 没有 质量 、 不 变形 、 但 有 一 定形 状 、 占 据 空 间 一 定位 置 
的 形体 。 例 如 ,我们 要 研究 在 水 平 路 面 上 作 纯 滚动 的 车 轮 、 曲 柄 滑 块 机 构 的 曲柄 和 连 杆 
的 运动 ， 则 车 轮 、 曲 枉 和 连 杆 则 可 视 为 运动 的 刚体 。 因 此 ,运动 学 包括 点 的 运动 学 和 刚 
体 运 动 学 两 部 分 。 掌 握 了 这 两 类 运动 ， 才 可 能 进一步 研究 变形 体 的 运动 。 把 点 的 简单 运 
动 和 刚体 的 基本 运动 两 部 分 结合 起 来 ,共同 构成 整个 运动 学 的 基础 。 下 面 所 示 的 飞机 在 
天 空中 飞行 ， 轮 船 在 海洋 中 航行 均 可 视 为 点 的 运动 ; 转动 的 摩天 轮 、 带 轮 可 视 为 刚体 的 
定 轴 转动 ; 机 床 刀 架 在 床 身 上 运动 和 四 连 杆 变形 履带 式 机 器 人 中 连 杆 的 运动 则 均 可 视 为 
刚体 的 平 动 。 








机 床 刀 架 在 床 身上 平 动 四 连 杆 变形 履带 式 机 器 人 


6. 1 运动 学 的 基本 概念 


静 力 学 研究 物体 在 力 系 作用 下 的 平衡 条 件 。 如 果 作用 在 物体 上 的 力 系 不 满足 平衡 条 
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件 ， 物 体 就 不 能 保持 平衡 而 要 改变 其 原 有 的 运动 状态 。 因 此 ,研究 了 物体 平衡 规律 以 后 
需要 进一步 研究 物体 运动 状态 变化 的 规律 。 物 体 的 运动 规律 不 仅 与 物体 的 受 力 情况 有 关 ， 
还 与 物体 的 惯性 和 原来 的 运动 状态 有 关 ， 所 以 物体 的 运动 规律 较 之 平衡 规律 复杂 得 多 。 考 
虑 这 种 复杂 性 和 一 般 学 习 上 的 循序 渐进 性 ， 一 般 把 对 物体 运动 规律 的 研究 分 成 两 部 分 ， 即 
运动 学 和 动力 学 。 运 动 学 只 从 几何 角度 来 研究 物体 的 运动 (如 轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 )， 而 
不 研究 引起 物体 运动 的 物理 原因 (如 力 、 质 量 等 )。 至 于 物体 运动 与 力 、 惯 性 等 物理 因素 的 
关系 将 在 动力 学 中 研究 。 因此， 运动 学 是 研究 物体 运动 的 几何 性 质 的 学 科 . 

运动 学 发 展 的 初期 ， 从 属于 动力 学 ， 随 着 动力 学 而 发 展 。 古 代 ， 人 们 通过 对 地 面 物体 
和 天 体 运动 的 观察 ， 逐 渐 形成 了 物体 在 空间 中 位 置 的 变化 和 时 间 的 概念 。 中 国 战国 时 期 在 

经 ) 中 已 有 关于 运动 和 时 间 先 后 的 描述 。 亚 里 士 多 德 在 《物理 学 ) 中 讨论 了 落体 运动 
和 圆 运 动 ， 已 有 了 速度 的 概念 。 伽 利 略 发 现 了 等 加 速 直线 运动 中 , 距离 与 时 间 的 二 次 方 成 
正比 的 规律 ， 建 立 了 加 速度 的 概念 ， 葛 定 了 点 的 运动 学 基础 * 在 此 基础 上 ， 惠 更 斯 在 对 摆 
的 运动 和 牛顿 在 对 天 体 运动 的 研究 中 ， 各 自 独立 地 提出 了 离 汉 为 的 概念 ， 从 而 发 现 了 向 心 
加 速度 与 速度 的 二 次 方 成 正比 、 同 半径 成 反比 的 规律 > 
18 世纪 后 期 ， 由 于 天 文学 、 造 船 业 和 机 械 业 前 发 展 和 需要 ， 欧 拉 用 几何 方法 系统 地 
研究 了 刚体 的 定 轴 转动 和 刚体 的 定点 运动 问题 ,提出 了 后 人 用 他 的 姓氏 命名 的 欧 拉 角 的 概 
念 ， 建 立 了 欧 拉 运 动 学 方程 和 刚体 有 限 转动 位 移 定 理 ， 并 由 此 得 到 刚体 瞬时 转动 轴 和 瞬时 
角速度 矢量 的 概念 ， 深 刻 地 揭示 了 这 种 复杂 运动 形式 的 基本 运动 特征 。 所 以 欧 拉 可 称 为 刚 
体 运动 学 的 竟 基 人 。 此 后 ， 拉 格 朗 日 和 和 汉密尔顿 分 别 引入 李 广 义 坐 标 、 广 义 速度 和 广义 动 



































量 , 为 在 多 维 位 间 和 相 空间 中 用 几何 方法 描述 多 自由 席 质 点 系统 的 运动 开辟 了 新 的 人 
径 ， 保 进 于 和 拆 动 J 党 入 委 磺 < 
19 世纪 未 以 来 ,为 了 适应 不 同 生产 需要 、 沈 成 不 同 动作 的 各 种 机 器 相继 出 现 并 被 广 











泛 使 用 ， 机 构 学 运 市 生 。 机 构 学 的 任务 十 分 桥 机 构 的 运动 规律 根据 需要 实现 的 运动 设 
计 新 的 机 构 和 进行 机 构 的 综合 。 现 代 仪器 和 自动 化 技术 的 发 展 又 促进 机 构 学 的 进一步 发 
展 ， 提 出 了 各 种 平面 和 空间 机 构 运动 分 析 和 综合 的 问题 ， 作 为 机 构 学 的 理论 基础 ， 运 动 学 
已 逐渐 脱离 动力 学 而 成 为 经 典 力学 中 一 个 独立 的 分 支 。 
学 习 运动 学 的 目的 ， 一 方面 是 为 以 后 学 习 动力 学 知识 打下 必要 的 基础 ， 另 一 方面 又 有 
立 的 意义 ， 即 为 分 析 机 构 的 运动 打 好 基础 。 
从 研究 对 象 来 看 ,运动 学 内 容 一 般 可 分 为 点 的 运动 学 和 刚体 运动 学 。 点 的 运动 学 将 
研究 对 象 视 为 点 ， 这 里 所 说 的 点 是 指 其 形状 、 大 小 可 忽略 而 只 在 空间 占有 确定 位 置 的 几 
何 点 。 例 如 ， 分 析 空 中 飞行 的 飞机 的 运动 轨迹 ， 整 个 飞机 运动 可 简化 为 点 的 运动 。 刚 体 
运动 学 的 研究 对 象 是 刚体 ， 即 大 小 形状 在 整个 运动 过 程 中 保持 不 变 的 几何 体 。 巾 于 刚体 
可 视 为 无 穷 多 个 点 的 组 合 ， 因此， 点 的 运动 学 既 有 其 单独 的 应 用 ， 又 可 作为 刚体 运动 学 
的 基础 。 

从 研究 的 方法 来 看 ， 要 研究 一 个 物体 的 运动 规律 ， 必 须 选 择 另 一 个 物体 作为 参考 。 
< ltd rh ern pe te 
在 力学 中 ,描述 物体 的 运动 首先 要 指明 参考 体 。 与 参考 体 固 连 的 坐标 系 称 为 参考 坐标 系 或 
参考 系 。 一 般 工 程 问题 中 ， 都 取 与 地 球 固 连 的 坐标 系 为 参考 系 。 本 书 中 如 不 特别 说 明 ， 参 
考 系 总 是 固 连 于 地 球 。 





es 
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6.2 点 的 运 


点 的 运动 学 主要 讨论 动 点 在 空间 的 位 力 随 时 间 变 化 的 规律 ， 包 括 点 的 运动 方程 、 运 动 
轨迹 、 速 度 和 加 速度 等 。 

对 点 的 运动 状态 的 描述 通常 采用 三 种 方法 : 矢量 法 、 直 角 坐 标 法 和 自然 法 。 虽 然 这 三 
种 方法 的 表达 形式 都 可 以 反映 点 的 运动 状态 ， 但 它们 通常 用 于 不 同 的 场合 ， 对 此 我 们 在 学 
习 时 要 特别 加 以 领会 


6.2.1 点 的 运动 矢量 表示 法 


1. 点 的 运动 方程 


设 动 点 M 在 空间 做 曲线 运动 ， 在 参考 坐标 系 上 任 取 某 稍 定 的 点 0 为 从 标 原点 ， 则 动 
点 的 位 置 可 用 原点 至 动 点 的 矢 径 表示， 如 图 6. 1 所 东 : 当 动 点 M 运动 时 ， 矢 径 + 的 大 小 
和 方向 一 般 也 随时 间 而 改变 ， 并 且 是 时 间 的 单 值 过 续 函数 ， 即 
rreg) (60=°13 
式 (6 -1) 称 为 用 矢量 表示 的 点 的 运动 方程 3 动 点 M 在 运动 过 程 中 ， 其 矢 径 r 的 末端 在 空间 
撒 给 出 的 曲线 ， 称 为 动 点 M 的 运动 软 滤 N 太 称 矢 径 的 矢 轴 曲线 ， 
2， 点 的 运动 速度 党 小、 
点 的 速度 可 用 矢量 表示 多 在 本 刘 的 人 可 Wf 经 过 At 后 ， 即 在 1 十 At 时 
刻 的 位 置 为 M'， 如 图 6 所 示 。 动 点 i 在 Al 时 间 内 发 生 的 位 移 为 
Ar= FFEADJ 二 r(0) 








图 6.1 点 的 运动 图 6.2 点 的 运动 速度 


动 点 在 At 时 间 内 的 平均 速度 可 表示 为 


Ar 
At 
由 数学 的 极限 概念 可 知 ， 动 点 在 上 时 刻 的 瞬时 速度 可 对 上 式 取 极 限 ， 即 
2 一 limz 一 im 空 一 下 《6 一 2) 





即 动 点 的 速度 等 于 它 的 矢 径 对 时 间 的 一 阶 导数 。 它 是 一 个 矢量 ， 其 方向 沿 动 点 的 矢 端 曲 线 
( 即 动 点 轨迹 ) 的 切线 ,并 与 动 点 运动 的 方向 一 致 。 速 度 的 大 小 表示 动 点 运动 的 快慢 ,而 方 
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向 表示 动 点 沿 曲线 运动 的 方向 。 在 国际 单位 制 中 ， 速 度 的 单位 为 m/s。 

3. 点 的 运动 加 速度 

点 的 加 速度 也 可 以 用 一 个 矢量 表示 ， 表 示 速 度 随时 间 变 化 的 快慢 程度 。 例如， 在 空间 
任 取 一 点 O， 把 动 点 在 不 同 瞬时 的 速度 矢量 v、w 、vw"…… 都 平行 地 移 到 点 O， 连 接 各 矢 
量 的 端点 N、N' 、N"…… 所 得 到 的 曲线 称 为 速度 矢 端 曲 线 ， 如 图 6. 3(a) 所 示 。 动 点 的 加 
速度 矢 a 的 方向 与 速度 矢 端 曲线 在 相应 点 N 的 切线 相 平行 ， 如 图 6. 3(b) 所 示 。 








速度 矢 端 曲线 





YN- 由 
图 6. 3 点 的 运动 加 速度 





数 。 它 是 一 个 笑 量 * 其 方向 沿 速度 矢 端 曲 线 的 切线 方向 ， 并 指向 速度 矢 端 运动 的 方向 。 在 
国际 单位 制 中 ,加 速度 的 单位 为 m/s*。 


6.2.2 点 的 运动 直角 坐标 表示 法 


1. 点 的 运动 方程 
设 动 点 M 在 空间 做 曲线 运动 ， 过 固定 点 O 作 如 图 6.4 所 示 的 直角 坐标 系 Ozy=， 则 动 
点 在 :时 刻 的 位 置 M 不 但 可 用 它 相 对 于 固定 点 O 的 
矢 径 r 来 表示 ， 也 可 用 它 的 三 个 直角 坐标 +、y、< 来 
表示 ， 如 图 6.4 所 示 。 
由 于 矢 径 的 原点 和 直角 坐标 的 原点 重合 ， 故 有 
7 一 过 十 好 十 过 (6-4) 
式 中 ,i,j, 大 分 别 为 沿 三 个 直角 坐标 轴 工 、y、 
= 的 单位 矢量 。 当 点 M 运动 时 ， 这 些 坐 标 一 般 可 表示 
为 时 间 上 的 单 值 连续 函数 ， 即 
2 一 有 万 (0)，y 一 户 (D)，x 一 方 (D) (6-5) 图 6.4 点 的 运动 直角 坐标 表示 法 
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式 (6 -5) 称 为 以 直角 坐标 表示 点 的 运动 方程 。 若 已 知 有 (0)、f(0) 和 fs;(1)， 则 动 点 
每 一 瞬时 在 空间 的 位 置 可 以 完全 确定 。 从 形式 上 可 以 看 出 , 式 (6 - 5) 也 是 动 点 轨迹 的 参数 
方程 ， 动 点 的 轨迹 可 通过 消去 时 间 参 数 1 而 直接 得 到 。 

在 工程 实际 中 ,经 常 遇 到 点 在 某 平 面 内 运动 的 情形 ， 此 时 点 的 轨迹 为 一 平面 曲线 。 取 
轨迹 所 在 的 平面 为 坐标 面 0t+y， 此 时 点 的 运动 方程 可 简化 为 


























z=f1(0), y=/fs() (6-6) 
从 式 (6 -6) 中 消去 时 间 :， 可 得 轨迹 方程 为 
fox, y)=0 (67 
2. 点 的 运动 速度 
点 的 运动 速度 如 可 用 直角 坐标 表示 。 将 式 (6-4) 代 入 式 (6- 2)， 可 得 
A 一 dzi -dyy | dgia 
a a ty tt ta S68) 








设 动 点 M 的 速度 矢 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 w、 hy. ， 即 


v=vitv,j +vk (6-9) 
mm 
比较 式 (6 -8) 和 式 (6 -9)， 可 得 
一 dz 二 dz 二 
i (6—10) 





这 就 是 动 点 速度 的 直角 坐标 表示 。 可 见 … pt he ne 车 于 其 相 
ee RQ 六 10) 求 得 v、 ， 速 度 v 的 大 小 和 方向 
容易 求 出 。 速 度 的 大 小 为 

















一 和 TF (6-11) 
Xx 
其 方向 可 由 速度 w 的 方向 余 葡 来 确定 \ 
ns 让 加 
A “eos(v, = 于 ， cos(v« 和 = 电 ， cos(v, Kk)= 王 (6=12) 
中 v v 
3， 点 的 运动 加 速度 
为 求 动 点 的 加 速度 ， 将 式 (6 - 9) 对 时 间 求 一 阶 导数 得 
dv dv RR Es 
ota et qit qit a 人 
加 速度 矢量 也 可 表示 为 
a=aita,j +a:k (6—14) 


式 中 ，a, 、a,、a: 分 别 为 加 速度 和 撩 在 三 个 直角 坐标 轴 +、y、z 上 的 投影 。 比 较 式 (6 - 13)、 
(6 -14)， 可 得 
dv, 是 工 do，_ 中 > dv. _d’z 
dg dr dd dS dd de 
可 见 , 动 点 的 加 速度 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 等 于 其 相应 速度 投影 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 


也 等 于 其 相应 的 坐标 对 时 间 的 二 阶 导 数 。 加 速度 的 大 小 和 方向 余弦 为 




















(6 一 15) 





a 

















《0= 6 








cos(a, i)= 守 ,cos(a, j)= 守 ,cos(a, K)= 
a a a 
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6.2.3 点 的 运动 自然 坐标 表示 法 


用 点 的 运动 轨迹 建立 弧 坐 标 及 自然 轴 系 ， 并 利用 它们 来 表示 点 的 各 种 运动 量 的 方法 称 
为 点 运动 的 自然 坐标 法 。 


1. 弧 坐 标 


设 动 点 M 的 运动 轨迹 为 如 图 6. 5 所 示 的 曲线 ， 用 自然 法 确定 动 点 的 位 置 比 较 方便 。 
在 动 点 轨迹 上 任 选 一 点 O 作为 原点 ,并 设 点 O 的 某 一 侧 为 
正 向 ， 动 点 M 在 轨迹 上 的 位 置 由 动 点 到 原点 的 弧 长 * 来 确 
定 ， 称 * 为 动 点 M 在 轨迹 上 的 弧 坐 标 ， 它 是 一 个 代数 量 。 当 
动 点 M 运动 时 ，* 随时 间 而 变化 ， 是 时 间 的 单 值 连续 函 
数 ， 即 





s=f(1) (6-17》 “图 6.5 点 的 运动 略 这 


式 (6 -17) 称 为 点 沿 轨迹 的 运动 方程 ,或 称 以 弧 坐 标 表示 的 点 的 运动 方程 。 若 已 知 函 
数 /Ce)， 可 以 确定 任 一 瞬时 点 的 弧 坐标 * 的 值 ， 也 就 二 兴 也 该 了 时 动 点 在 轨迹 上 的 位 时 


2. 自然 轴 系 四 


如 图 6.6 所 示 ， 人 
MT 和 M'T'， 过 点 M 作 直 线 MT 平行 玉 MCT ， 则 MT 和 MT 确定 一 个 平面 。 令 点 M' 无 
、、 限 趋 近 于 点 M， 则 此 平面 趋 近 于 某 一 极限 位 置 

此 极限 平面 称 为 闻 线 在 点 M 的 密切 面 。 过 点 M 并 
与 切线 垂直 的 平面 称 为 法 平面 ， 在 法 平面 内 过 点 
M 的 所 有 直线 都 和 切线 垂直 ， 都 是 法 线 ， 在 密切 
面 南 的 那 条 法 线 称 为 主 法 线 。 它 也 是 法 平面 和 密切 
面 的 灾 线 。 法 平面 内 过 点 M 与 主 法 线 垂直 的 法 线 
称 为 副 法 线 。 若 以 表示 切线 的 单位 矢量 ， 其 方向 
与 弧 坐 标的 正 向 一 致 ; n 表示 主 法 线 的 单位 矢量 
指向 曲线 内 目的 一 侧 。 以 4 表示 副 法 线 的 单位 矢 
量 ， 其 方向 由 右手 螺旋 法 则 确定 ， 即 

图 6.6 自然 轴 系 b=rXn 

以 点 M 为 原点 ,切线 、 主 法 线 和 副 法 线 为 坐标 轴 组 成 的 正 交 坐标 系 称 为 曲线 在 点 M 
的 自然 坐标 系 。 很 显然 ， 自 然 坐标 系 会 随 动 点 的 位 置 的 改变 而 改变 ，r、m、5 的 方向 也 随 
动 点 位 置 的 变化 而 变化 。 

3. 点 的 运动 速度 

点 的 速度 wm 是 一 个 矢量 ， 它 的 方向 沿 轨迹 的 切线 ， 如 图 6.7 所 示 。 显 然 ， 可 将 动 点 的 
速度 矢 写 成 如 下 的 形式 



































v=w (6—18) 

式 中 ,7 为 沿 轨迹 切线 的 单位 矢量 , 它 始 终 指向 弧 坐 标的 正方 向 。 当 动 点 在 曲线 轨迹 

上 运动 时 ， 它 的 方向 随时 间 而 发 生变 化 。w 表示 速度 的 大 小 ， 其 值 等 于 弧 坐 标 对 时 间 的 一 
阶 导数 ， 即 
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Pe 
ds 
dr 

如 果 下 >>0， 则 速度 与 的 正 向 相同 ， 弧 坐标 随时 
间 而 增 大 。 反之， 速度 与 + 的 正 向 相反 。 

4. 点 的 运动 加 速度 

将 式 (6 -18) 对 时 间 求 一 阶 导 数 ， 得 
= 至 = 末 c+o 平 (6-19) 
式 中 ， 右 边 两 项 均 是 矢量 ， 分 别称 为 切 向 加 速度 a, 和 法 向 加 速度 a,。 前 者 表示 速度 大 小 
变化 对 加 速度 的 贡献 ， 而 后 者 是 速度 方向 变化 对 加 速度 的 贡献 ， 即 反映 速度 大 小 变化 的 加 


v= 





图 6.7 点 的 运动 速度 


a 




















速度 ae. 和 方向 变化 的 加 速度 a, 可 分 别 表示 为 ON 
a = = ds (6 —20) 
dt r 
a = (6 -21) 


式 (6 - 20) 表 明 切 向 加 速度 的 大 小 等 于 速 庶 的 代数 值 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 或 弧 坐 标 对 
时 间 的 二 阶 导数 ， 它 的 方向 沿 动 点 轨迹 的 切线 。 式 (6 - 21) 中 的 全 的 大 小 和 方向 我 们 还 须 
进一步 分 析 。 ,> 2 

如 图 6.7 所 示 ，, 设 动 点 在 时 刻 的 位 徊 M 处 的 切线 方向 的 单位 矢量 为 r， 经 过 At 时 间 
后 ， 动 点 到 达 M' ， 此 时 切线 方向 的 单位 矢量 为 .rt'。 * 则 在 At 时 间 内 ， 单 位 矢量 的 改变 量 为 

| At=Tt rt” 

设 动 点 从 M 到 迷 M' 经 过 的 弧 长 为 A 而 切线 经 As 转 过 的 角度 为 Ay。 由 曲率 (曲率 

半径 的 倒数 ) 的 定义 可 知 广 


\ 





pp » 
而 由 图 6. 7 可 知 

1Az|=2|rlsin 这 
当 As->0 时 ，Ap-=0， 上 式 可 写 为 | Ar| 一 Ap, 而 Ar 与 + 垂直。 此 时 和 +' 组 成 的 平面 的 
极限 位 置 就 是 点 M 的 密切 面 。 所 示 竺 位 于 点 M 的 密切 面 内 ， 其 方向 与 切线 + 的 方向 垂直 


即 沿 着 动 点 轨迹 在 点 M 的 主 法 线 方向 。 注 意 到 As 为 正 时 ， 点 沿 切 向 r 的 正方 向 运动 ，Ar 
指向 轨迹 内 凹 的 一 侧 ，As 为 负 时 ,Ar 指向 轨迹 外 凸 的 一 侧 。 以 上 分 析 可 得 











ds aroA mApAs pp 
因而 

a 

dt aoAt woAyAL p 
这 样 法 向 加 速度 可 写 为 


Miie 
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a = (6 —22) 


[a 
由 此 可 见 ， 法 向 加 速度 a, 的 大 小 等 于 点 的 速度 平方 除 以 曲率 半径 , 方向 与 主 法 线 的 
方向 一 致 ， 指 向 轨迹 的 曲率 中 心 。 按 以 上 分 析 ， 加 速度 可 以 写 为 











0 一 0 十 au rt 《6 二 :23 
记 a. 一 时 ,4 心 一 苇 ， 则 加 速度 的 大 小 可 写成 为 
Sr Es dv 也 下 ee 
a= Vai ta: (时 + 人 5) (6 -24) 
其 方向 由 a 与 主 法 线 方向 n 的 夹 角 0 来 确定 ， 如 图 6. 8 所 示 。 它 的 正切 值 为 
tang=ja| CAN (6 —25) 
an NY 
下 面 讨论 几 种 特殊 情况 。 


SO 动 ， 时， 由 于 p> 吕 ， 因 此、 


(2) 动 点 作 匀 速 曲线 运动 ， 此 时 ， 向 卫生 、 放 


SEE 下 而 a; 二 do =0 NA 
p A 


a=a: = 型 ， 而 a,== 一 =0 
d 


dt 





(3) 动 点 作 和 变速 曲线 运动 ， DO 
x X 图 6.8 加 速度 方向 的 确定 
通过 积分 ， 有 We 
了 一 mn tt 人 


式 中 ， 是 点 的 初 站 流 ， 对 上 式 再 积分 = 议 ， 闪 


S 一 so FR Meta te 


式 中 ,5 表示 点 的 初始 位 移 。 上 面 两 式 和 物理 学 中 点 作 匀 变速 直线 运动 的 公式 完全 相 
似 。 不 过 这 里 的 加 速度 是 切 向 加 速度 &.， 而 不 是 全 加 速度 a。 

【 例 6-1] 半径 为 的 圆 轮 沿 水 平 直线 轨道 滚动 而 不 滑动 ， 轮 心 C 则 在 与 轨道 平行 的 
直线 上 运动 。 设 轮 心 C 的 速度 为 一 常量 v.， 试 求 轮 缘 上 一 点 M 的 运动 轨迹 、 速 度 和 加 
速度 。 

解 : 为 了 求 点 M 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 ， 必 须 建立 点 的 运动 方程 。 以 M 点 第 一 次 和 
轨道 接触 的 瞬时 作为 时 间 的 起 点 并 以 该 接触 点 作为 坐 
标的 原点 ， 建 立 Ozy 坐标 系 ， 如 图 6.9 所 示 。 动 点 在 
任意 瞬时 1 的 位 置 为 M 点 ， 从 图 中 可 以 看 出 , 点 M 的 
坐标 为 

















X=vt—rsing, y=r—rcosg (a) 
由 于 轮子 滚 而 不 滑 ， 故 有 rp 一 wt 即 
一 双 Cb) 
图 6.9 例 6-1 图 将 式 (b) 代 入 (a)， 可 得 
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工 一 UL 一 rsin 到 3 一 r 一 rcos ee (c) 
这 就 是 点 的 运动 方程 ， 也 是 以 时 间 : 为 参数 的 点 M 运动 轨迹 的 参数 方程 。 其 运动 的 轨 


迹 为 摆 线 (或 称 旋 轮 线 ) 。 上 面 两 式 分 别 对 时 间 求 导数 ， 可 得 动 点 的 速度 在 两 个 直角 坐标 上 
的 投影 



































v= 二 庆 二 V. 一 vcos 至 ， v, =» =v.sin 到 (Cd) 
此 时 ， 速 度 的 大 小 和 方向 分 别 可 写 为 
v= VV = 0 cos ee ] + v. V2(1 一 cosp) 
疝 训 交 世 全 =， 六 三 业 = en (e) 
v V2(1 一 cosp) 至 MW201 一 cosy) 


y 


式 (d) 两 边 再 对 时 间 求 导数 ， 可 得 加 速度 在 两 个 华 标 轴 上 的 机 < 





vw vt le vw 
dg, ay=V, eo (DD 
r 全 Fr a | r 


加 速度 的 大 小 和 方向 分 别 可 写 为 
4 一 V 可 十 呈 一 于 ， cos(a， 上 二 全 = 
可 见 ， 动 点 M 加 速度 的 方向 指向 轮 记 IC。 

[机 6-2] 如 图 6. 10 所 示 ， 摇 杆 滑 道 机 构 中 的 滑 块 M 
一 同时 在 固定 的 圆 弧 醒 BC 帅 和 播 杆 OA 的 滑 道中 运动 ,已 知 
MA 弧 . BC 的 半径 为 R， 手 杆 OA 的 轴 O 在 通过 弧 BC 的 圆周 上 ， 
SC 氮 杆 以 匀 角 过 度 六 绝口 转动， 当 运 动 开始 时 ， 摇 杆 在 水 平 
位置。 试 分 别 用 间 角 华 标 法 和 自然 法 给 出 点 M 的 运 运动 方程 
N 并 求 出 其 速度 和 加 速度 。 
we | > 总 解 : (1) 直角 坐标 法 : M 点 的 直角 坐标 为 

1 X=R+i+Reos2wt 

图 6.10 例 6-2 图 | 












y=Rsin2wt 
求 导 后 可 得 M 点 速度 和 加 速度 为 
—2Rwsin2wt 





2Rwcos2wt 


—4Rw’ cos2wt 






—4Rw’ sin2wt 
(2) 自然 坐标 法 : 取 M 点 的 初 给 6 位 置 为 听 坐 标 原点 ， 道 时 针 为 正 ， 则 M 点 的 弧 坐 标 
为 ;一 R，2wt 二 2Rwt。 于 是 M 点 速度 和 加 速度 分 别 为 


v=# =2wR 
一 dz 一 一 了 1 
0 a 二 及 4w R 


【 例 6-3】 动 点 A 沿 如 图 6.11 所 示 的 圆周 作 匀 加 速 圆周 运动 。 已 知 圆周 半径 为 R， 
初速 度 为 零 。 若 点 的 全 加 速度 与 切线 间 的 夹 角 为 a, 并 以 8 角 表示 点 走 过 的 圆 弧 S 所 对 应 
的 圆心 角 ， 试 证 明 : tana 一 28。 
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证 明 : 设 动 点 A 自 原点 A。 沿 圆 弧 运动 。 动 点 A 沿 圆周 作 匀 
加 速 运动 ， 设 加 速度 为 a.， 则 经 过 时 间 + 后， 动 点 A 走 过 的 弧 长 
和 速度 分 别 可 表示 为 


S=La2 ， VU=at 


2 
此 时 动 点 的 法 向 加 速度 可 表示 为 
wat)’ 28 
"RRR 
全 加 速度 的 方向 用 全 加 速度 a 与 切线 间 的 夹 角 a 表示 ， 由 图 可 知 图 6.11 例 6-3 图 


a _2S_2R8_ 
tana— RR 28 








这 样 原 问题 的 结论 成 立 。 2 

【 例 6-4】 如 图 6. 12(a) 所 示 的 平面 机 构 中 ， 直 杆 OA 以 匀 角 速度 w 绕 O 点 逆 时 针 转 
动 , 杆 OUM 绕 O, 点 转动 ， 两 杆 的 运动 通过 套 简 M 而 联系 起 来 vs 初始 时 杆 OUM 与 点 O 成 
一 直线 。 已 知 00 =O,M=r， 试 求 套 简 M 的 运动 方程 以 及 它 的 速度 和 加 速度 。 





图 6.12 例 6-4 图 

解 : (1) 首先 采用 自然 法 进行 计算 。 由 于 动 点 M 的 运动 轨迹 是 以 O, 为 圆心 ，r 为 半 
径 的 圆周 线 ， 可 以 首先 考虑 应 用 自然 坐标 法 求解 。 取 套 简 初始 位 置 M, 为 弧 坐 标 * 的 原点 ， 
以 套 简 的 运动 方向 为 弧 坐 标 * 的 正 向 ， 由 图 6. 12(b) 可 知 
s=r* 29=2rg 


而 pg=wt， 代 入 上 式 , 可 得 

5=2rwt (a) 
这 就 是 用 自然 坐标 表示 的 套 简 M 的 运动 方程 。 上 式 对 时 间 求 一 阶 导数 ,可 得 套 简 M 的 
速度 

















v= 于 一 2rw (b) 


其 方向 沿 圆周 上 该 点 处 切线 方向 。 套 简 M 的 切线 和 法 向 加 速度 分 别 为 


dv_ 到 ， 
4 一 平一 0，w 一 于 一 4 


故 套 简 M 的 加 速度 大 小 为 
a= Vai a’: =4rw’ (c) 
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其 方 

















向 指向 圆心 O, 。 
(2) 采用 直角 坐标 法 进行 计算 。 





选取 固定 直角 坐标 系 Orzy， 如 图 6.12(b) 所 示 ， 则 


一 r 十 rcos2p，y 一 rsin29 





将 8 一 wo 代 人 上 式 ， 即 得 套 简 M 在 直角 坐标 系 中 的 运动 方程 


工 一 r 十 rcos2wl，y 一 rsin2wt (d) 





式 (d) 对 时 间 求 一 阶 导 数 ， 可 得 套 简 M 的 速度 在 两 个 坐标 轴 上 的 投影 


dr 


UV = = 一 2rwsin2wt,， v, = 2rwcos2wt (e) 
dt dt 


套 简 M 的 速度 的 大 小 和 方向 分 别 可 表示 为 


v= VWtw =2rw 
也 


cos(vV, i)=—=—sin2rw, cos(v, 站 = 风 KB 
也 Ww 


将 式 (D 对 时 间 求 一 阶 导数 ， 可 得 套 简 M 的 加 速度 在 两 个 坐标 辅 上 的 投影 


加 速度 的 大 小 和 方向 分 别 为 


显然 ， 


6. 3. 





do; d 


Qa: = 二 一 4rw’cos2wt，ay 志 > Ldre sin2wt Ct 


dt 站 


a= Ma Pqr =4rw’ 
cos(a， 站 一 此 二 全 cGS2ur，cos(a， 帮 坪 垂 王 一 sin2uwt 
QANWX AN wx 


两 种 方法 的 结果 完全 避 用 * 本 题 用 自 外 从 标 治 况 他 错 上 且 物 要 在 请 。 


“) 6.3 刚体 的 平 动 


MY 


刚体 的 平 动 和 有 定 负 转 动 是 两 种 较为 简单 的 刚体 运动 形式 ， dal st 
动 都 可 看 做 这 两 种 简单 运动 的 合成 ， 所 以 这 两 种 运动 又 称 刚体 的 基本 运 


1 刚体 的 平 动 定义 

刚体 运动 时 ， 如 果 其 上 任 一 直线 始终 保持 与 原来 的 位 置 平行 ， 即 该 直线 的 方位 在 刚体 
运动 的 过 程 中 保持 不 变 。 具 有 这 种 特征 的 刚体 运动 称 为 刚体 的 平行 移动 ， 简 称 平 动 。 刚 体 
平 动 的 例子 很 多 ， 如 在 直线 轨道 上 运动 的 车 厢 、 内 燃 机 汽缸 中 活塞 的 运动 、 摆 式 得 砂 机 得 
子 的 运动 、 机 床 工 作 台 的 运动 等 。 这 些 构 件 的 运动 都 具有 上 述 特征 ， 因 而 都 是 平 动 。 





6.3.2 刚体 平 动 的 运动 特征 
设 刚 体 作 平 动 ， 如 图 6. 13 所 示 。 在 刚体 内 任 选 两 点 A 和 B, 令 点 A 的 矢 径 为 ra， 点 


B 的 失 径 为 rs。 


量 。 


由 于 刚体 作 


由 图 可 知 


ra=rs+BA 
EF 动 ， 在 运动 过 程 中 矢量 BA 的 大 小 和 方向 都 不 改变 ， 所 以 BA 为 一 常 和 撩 





可 见 ， 只 要 把 B 点 的 轨迹 沿 BA 方向 平移 一 段 距 离 BA ， 就 能 得 到 A 点 的 运动 轨迹 。 
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可 见 ， 刚 体 作 平 动 时 ， 刚 体内 任意 两 点 的 轨迹 完全 
相同 。 

上 式 两 边 同时 对 时 间 求 一 阶 和 二 阶 导数 ， 因 为 
恒 矢 量 BA 的 导数 等 于 零 ， 于 是 有 

















dr,_d Pe 1 
g 证 (ma +BA) a a gE 二 BA) 
即 


VA Vp, da=ap 

式 中 ，vw 和 un 分 别 表示 点 A 和 点 B 的 速度 ，as 和 
as 分 别 表示 点 A 和 点 B 的 加 速度 。 这 说 明 刚 体 作 
平 动 时 ， 刚 体内 任意 两 点 的 速度 和 加 速度 相同 。 由 图 G13 刚体 平 动 
于 点 A 和 点 B 是 任意 选取 的 ,因此 可 以 得 出 这 样 
结论 当 刚 体 作 平 动 时 ， 其 上 各 点 的 轨迹 形状 相同 ， 在 同志 - 膀 时 ， 各 点 的 速度 相同 ， 
加 速度 也 相同 。 因 此 ， 在 研究 刚体 平 动 时 ， 只 要 知道 刚体 内 任意 一 点 的 运动 ， 就 能 知道 
刚体 内 其 他 任意 点 的 运动 。 或 者 说 ， 刚体 的 平 动 梧 姑 到 于 6.2 节 介 绍 的 点 的 运动 学 
问题 。 

【 例 6-5】 芒 林 用 两 条 长 为 的 人 过 平谷 各 起， 如 图 6. 14 所 示 。 当 荡 木 摆动 时 ， 钢 
索 的 摆动 规律 为 gp 二 Vieos Ft, ”为 要 大 和， 试 求 当 :一 2s 时 ， 荡 木 中 点 M 的 速度 和 加 
速度 。 ,> x 

> 解 : 荡 木 在 运动 的 过 程 中 ， 其 上 的 任 一 条 直线 始 
终 和 最 初 的 位 置 平 行 ， 故 荡 木 作 平 动 。 为 求 中 点 M 的 
速度 和 加 速度 ， “只 需求 出 荡 木 上 另 一 点 A( 或 点 B) 的 
速度 和 加 速度 即 可 。 已 知 点 A 的 运动 轨迹 为 以 O, 为 
圆心 ， 以 1 为 半径 的 圆 弧 。 如 以 最 低 点 O 为 弧 坐 标的 
原点 ， 规定 弧 坐 标 向 右 为 正 ， 则 点 A 的 运动 方程 为 
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图 6.14 例 6-5 图 














将 上 式 对 时 间 求 一 阶 导数 ， 可 得 A 点 的 速度 
ds__Alg. x 
i Tt 
A 点 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 可 分 别 写 为 
dv__xlg x T_Tlg .sx 
Qi 有 16 COS 和 Gn 16 sin de 


当 1=2s 时 ， 速 度 和 加 速度 分 别 为 
v= 一 开 公 (方向 水 平 向 左 ) 








工 Lpo 0， a LL 


zlge 
6 了 一 0，an 一 Sin 16 (方向 铝 直 向 上 ) 


121| 


M122 


_ 理论 力学 (第 2 骨 版 )_ wmmmemem= 


6.4 刚体 绕 定 轴 的 转动 





若 刚体 运动 时 ， 刚 体内 或 其 扩展 部 分 有 一 条 直线 保持 不 动 ， 这 种 运动 就 称 为 绕 定 轴 的 
转动 ， 简 称 刚体 的 转动 。 该 固定 不 动 的 直线 称 为 转轴 。 在 日 常生 活 和 工程 实际 中 ， 绕 定 轴 
转动 的 例子 很 多 ,如 人们 日 常生 活 中 门窗 、 水 龙头 的 旋 动 ， 机 械 工 程 中 齿轮 、 飞 轮 、 机 床 
主轴 、 电 机 转子 的 运动 等 。 


6. 4. 1 定 轴 转 动 刚 体 的 转动 方程 、 角 速度 和 角 加 速度 


设 有 一 刚体 工 在 约束 A 和 B 的 作用 下 绕 定 轴 > 作 转 动 ,= 轴 的 正 向 如 图 6. 15 所 示 。 
通过 轴线 作 一 固定 平面 Q， 此 外 ;再 选 一 与 刚体 周 结 的 平 
面 P， 这 个 平面 和 刚体 一 起 转动 。 由 于 刚体 的 各 点 相对 于 
动 平 面 P 的 位 置 是 一 定 的 ， 因 此， 只 要 知道 平面 的 位 置 
也 就 知道 刚体 上 各 点 的 舟 置 ， 即 知道 整个 刚体 的 位 置 。 而 
平面 在任 一 瞬时 必 的 位 置 可 由 它 与 固定 平面 Q 的 夹 角 来 
确定 ， 这 一 夹 角 称 为 转动 刚体 的 位 置 角 或 转角 ， 用 g 来 表 
示 。 转 角 ' 殉 是 兰 个 代数 量 ， 其 正 负 号 这 样 来 确定 自 < 轴 
的 正 向 往 负 向 看 去 ， 从 固定 平面 Q 按 逆 时 针 方 向 转动 到 动 
1 平面 Py 这 样 得 到 的 转角 :8 规定 为 正 值 ， 反 之 ， 转 角 9 取 
负 值 。 如 图 6. 15 中 转 硝 ig 取 正 值 。 转 角 一 般 用 弧度 (rad 
-表示 。 当 刚体 转动 时 从 转角 p 随时 间 而 变化 ， 是 时 间 1 的 
图 6.15 定 轴 转动 刚 体 。 单 值 连续 函数 ,可 表示 为 
; $= VC) (6-26) 
这 一 方程 称 为 齐 体 定 轴 转 动 的 运动 方程 。 转角 g 实际 上 是 确定 转动 刚体 位 置 的 坐标 ， 
这 种 只 用 一 个 参 变量 就 可 以 确定 其 在 空间 位 置 的 刚体 ， 称 它 具 有 一 个 自由 度 。 自 由 度 是 确 
定 物 体 的 位 置 所 需要 的 独立 坐标 的 数目 。 
设 由 瞬时 1 到 瞬时 1 十 At+， 转 角 由 9 增 大 到 gp 十 Ap， 转 角 的 增 量 Ag 称 为 角 位 移 。 比 值 


优 称 为 在 Al 时 间 内 的 平均 角速度 ， 当 At0 时 ， 估 的 极限 称 为 刚体 在 瞬时 的 角速度 ， 
以 w 表 示 ， 即 






































li = 最 (6 -27) 
即 角速度 等 于 转角 对 时 间 的 一 阶 导 数 。 和 转角 一 样 ， 角 速度 也 是 一 个 代数 量 ， 其 大 小 
表示 刚体 转动 的 快慢 程度 ， 正 负 号 代表 刚体 的 转向 ， 当 w 为 正 时 ， 转 角 g 的 代数 值 随时 间 
而 增 大 ， 从 = 轴 的 正 向 往 负 向 看 ， 刚 体 作 逆 时 针 方 向 转动 ; 反之 , 转角 9 的 代数 值 随时 间 
而 减 小 ， 刚 体 作 顺 时 针 方 向 转动 。 角 速度 的 单位 一 般 用 rad/s( 弧 度 / 秒 ) 表 示 。 
角速度 一 般 也 随时 间 而 变化 。 设 由 瞬时 上 到 瞬时 z 十 At， 角速度 由 w 增 大 到 ww 十 Aw， 


角速度 的 增 量 为 Aw。 比值 2 各 称 a 为 在 At 时 间 内 的 平均 角 加 速度 ， 当 Ar~0 时 ， 知 的 极 
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限 称 为 刚体 在 瞬时 4 的 角 加 速度 ， 以 。 表示， 即 
elim 知 =- 尝 -3 (6 一 28) 


即 刚体 转动 的 瞬时 角 加 速度 等 于 角速度 对 时 间 的 一 阶 导数 或 转角 对 时 间 的 二 阶 导数 ， 
单位 是 rad/s (弧度 / 秒 *)。 角 加 速度 也 是 一 个 代数 量 ， 其 大 小 表示 角速度 随时 间 变 化 的 快 
慢 程度 ， 当 *e 为 正 时 ， 角 速度 w 的 代数 值 随时 间 增 大 ， 反 之 则 减 小 。 如 果 s 和 w 符号 相同 ， 
则 w 的 绝对 值 随时 间 而 增 大 ， 刚 体 作 加 速 转动 ; 反之 ,刚体 作 减 速 转动 。 

下 面 讨论 两 种 特殊 情况 。 

(1) 刚体 做 匀速 转动 。 

如 果 刚 体 的 角速度 不 变 ， 即 w 为 常量 ,这 种 转动 称 为 匀速 转动 。 仿 照 点 的 匀速 运动 公 
式 ， 可 得 刚体 匀速 转动 公式 











YA 


9 一 和 十 oo (6—29) 
式 中 ，q 为 初始 即 :一 0 时 转角 g 的 值 。 NC 

许多 机 器 的 转动 部 件 或 零件 ， 在 正常 工作 条 件 下 一 艇 做 习 这 转动 。 转动 的 快慢 常用 每 
分 钟 的 转 数 n 来 表示 ， 其 单位 为 r/min( 转 /分 )， 和 转速 n 和 角速度 之 间 的 关系 可 


写 为 























_ 27 nn 


30 (6—30) 





(2) 刚体 做 匀 变 速 转动 。 。 、、 
如 果 刚体 的 角 加 速度 不 变 ， 即 常量 ， 这 种 转动 称 沪 多 变速 转动 。 仿 昭 点 的 匀 变 速 
运动 公式 ， 可 得 刚体 旬 变 速 转动 公式 xz 议 


x ” w=w et 


,| 





入 _ P=. er er (=31y 


ANN 


ND wi —wi She(g— po) 

由 以 上 分 析 可 知 ， 匀 变速 转动 刚体 的 角速度 、 转 角 和 时 间 的 关系 与 匀 变 速 运动 点 的 速 
度 、 位 移 和 时 间 的 关系 完全 相似 。 

【 例 6-6】 电动 机 由 静止 开始 匀 加 速 转动 在 :一 20s 时 其 转速 "一 360r/min， 求 在 此 
20s 内 转 过 的 圈 数 。 

解 : 电动 机 初始 静止 ， 即 


wo 一 0 
在 :一 20s 时 其 转动 的 角速度 为 
w= —$0—12xrad/s 
由 w 一 ww 十 st 可 得 ,电动 机 转动 的 角 加 速度 为 
= =0. 6xrad/s 


t 


在 20s 内 转 过 的 角度 为 
一 十 wnt 十 六 et 一 方 X0. 6xX207 一 120x 
故 在 此 20s 内 转 过 的 圈 数 
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6. 4. 2 ” 定 轴 转动 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 


由 以 上 分 析 可 知 ， 转 角 、 角 速度 和 角 加 速度 等 都 是 描述 转动 刚体 整体 运动 的 特征 量 。 
当 转 动 刚体 整体 运动 确定 后 ， 刚 体内 各 点 的 运动 也 就 会 相应 确定 。 刚 体 转动 的 角速度 和 和 角 
加 速度 被 确定 后 ， 可 以 确定 刚体 内 各 点 的 速度 和 加 速度 。 

当 刚 体 作 定 轴 转 动 时 ， 刚 体内 各 点 都 在 垂直 于 转动 轴 的 平面 内 作 圆 周 运 动 ， 圆 心 就 是 
该 平面 与 转动 轴 的 交点 O。 在 图 6. 16 所 示 的 转动 刚体 的 平面 了 内 任 取 一 点 M 来 考察 。 设 
点 M 到 转动 轴 的 距离 为 -， 则 其 轨迹 是 以 交点 O 为 圆心 ,r 为 半径 的 一 个 圆 ， 如 图 6. 16 
所 示 。 取 固定 平面 与 该 圆 的 交点 Ms 为 弧 坐 标的 原点 。 由 图 6. 16 可 见 ， 点 M 的 弧 坐 标 
与 转角 9 的 关系 为 1D 


























s=rg \ 
式 中 ,9 是 时 间 : 的 函数 。 因 此 ， 上 式 就 是 用 自然 法 表示 点 各党 已 知 轨迹 的 运动 方程 。 可 
用 自然 法 求 点 M 的 速度 和 加 速度 。 S| 





3 图 6.16 定 轴 转 天 训 休 内 各 点 的 速度 和 加 速记 
在 任 一 瞬时 ， 点 YM 的 速度 的 大 小 为 


_d ,dg 
”和 
即 转动 刚体 内 任 一 点 的 速度 的 大 小 等 于 刚体 的 角速度 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距离 的 乘 
积 ， 它 的 方向 沿 圆周 的 切线 ， 而 指向 和 角速度 w 的 转向 一 致 
在 任 一 瞬时 ， 点 M 的 切 向 加 速度 a: 的 大 小 为 
_dv_ do 
= 
即 转动 刚体 内 任 一 点 的 切 向 加 速度 的 大 小 等 于 刚体 的 角 加 速度 与 该 点 到 轴线 的 垂直 距 
离 的 乘积 ， 它 的 方向 沿 圆周 的 切线 ， 指 向 和 角 加 速度 s 的 转向 一 致 。 
点 M 的 法 向 加 速度 ae, 的 大 小 为 


an 一 一 一 ro (6—34) 
即 转动 刚体 内 任 一 点 的 法 向 加 速度 的 大 小 等 于 刚体 的 角速度 的 平方 与 该 点 到 轴线 的 垂 


直 距 离 的 乘积 ， 它 的 方向 总 是 沿 着 MO 指向 O， 即 指向 转动 轴 。 
点 M 的 全 加 速度 a 的 大 小 和 方向 分 别 为 


= (6 -32) 


re (6 -33) 











===mmmmmms 运 动 学 基础 第 6 章 | 


a= Val Fa =r Yer + (6 -35) 
tana 一 <|= 三 (6 — 36) 
w 











这 里 a 表示 全 加 速度 a 与 半径 MO( 即 a,) 之 间 的 夹 角 。 由 式 (6 -32) 和 式 (6-35) 可 知 ， 
在 每 一 瞬时 ， 转动 刚体 内 各 点 的 速度 和 全 加 速度 的 大 小 与 各 点 到 转动 轴 的 距离 成 正比 。 又 
由 式 (6 -36) 可 知 ， 在 每 一 瞬时 ,刚体 内 各 点 的 全 加 速度 与 其 半径 方向 的 夹 角 都 相同 。 根 
据 上 述 分 析 ， 可 用 图 表示 在 该 截面 上 的 任 一 条 通过 轴 心 的 直径 上 各 点 的 速度 和 加 速度 的 分 
布 规律 ， 将 速度 和 加 速度 矢 的 端点 连 成 直线 ， 此 直线 通过 轴 心 ， 如 图 6. 17 所 示 。 


























图 6. 17 速度 和 加 速度 矢 的 端点 连 成 直线 ， 此 直线 通过 轴 心 


【 例 6-7】 半径 R=0.2m 的 圆 轮 绕 固定 轴 0 转动， 其 运动 方程 为 pg 二 41 一 *。 此 轮 的 
轮 缘 上 绕 一 不 可 伸 长 的 绳子 ， 并 在 绳 端 折 上 - 重 物 A， ES Le 试 求 1 二 1s 时 ， 轮 缘 
上 任 一 点 M 以 及 重 物 A 的 速度 和 加 速度 。 

解 : 由 圆 轮 的 运动 方程 可 了 求 出 在 /一 ls 时间 共和 动 的 角速度 和 角 加 速度 ， 它们 分 
别 为 所 S 
= 4-20 Ins2rays, ee 
此 时 ， 角球 度 和 有 角 加 速度 异 号 ， 说 明 圆 轮 在 该 瞬时 作 义 
长 ， 可 知 轮 缘 任 一 点 M 和 重 物 A 的 速度 相同 ， 即 

vu=vA=Rw=0. 4m/s 
它们 的 方向 如 图 6. 18 所 示 。 重 物 A 的 加 速度 和 点 M 的 切 向 加 
速度 的 大 小 相等 ， 即 
an 一 ar 一 尽 |e| 一 0. 4m/s’ 
方向 如 图 6. 18 所 示 。 点 M 的 切 向 加 速度 的 大 小 为 
an=Rw’:=0. 8m/s’ 
点 M 的 全 加 速度 的 大 小 和 方向 为 


a= Vaita: =0. 894m/s:, a=arctan 村 | vol 5 一 26"34/ 
外 


这 里 角 a 表示 全 加 速度 a 和 半径 ( 即 a,) 之 间 的 夹 角 ， 如 图 
6. 18 所 示 。 

【 例 6-8】 圆柱 齿轮 传动 是 机 械 工 程 中 常用 的 轮 系 传动 方式 
之 一 ， 可 用 来 提高 或 降低 转速 和 改变 转动 方向 。 图 6. 19(a) 、(b) 分 
别 表示 一 对 外 哮 合 和 内 哮 合 的 圆柱 齿轮 。 两 齿轮 外 咕 合 时 ， 它 们 的 图 6.18 例 6-7 图 


一 一 2rad/s: 
速 转动 。 由 于 绳子 不 可 伸 
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转向 相反 ， 而 内 路 合 时 转向 相同 。 设 主动 轮 A 和 从 动 轮 召 的 节 圆 半径 分 别 为 m 和 rs， 
齿 数 分 别 为 sx 和 z;。 主 动 轮 A 的 角速度 为 mw ， 角 加 速度 为 s ， 试 求 从 动 轮 B 的 角速度 
w 和 角 加 速度 8;。 











图 6.19 例 6-8 图 


解 : 在 齿轮 传动 中 ,齿轮 互 相 哨 合 相当 于 两 轮 的 节 圆 相 功 并 作 纯 滚动 ， 两 节 圆 的 切 点 
Mi 和 M, 称 为 吵 合 点 ， 在 每 一 瞬时 可 以 认为 吵 合 点 之 间 没 有 相对 滑动 。 因 此 ， 哨 合 点 的 
速度 和 切 向 加 速度 的 大 小 和 方向 相同 ， 即 

=v Nl a 
/es 。 因而 有 
六 失信 籽 ， rie 一 2E2 


从 而 可 求 得 从 动 轮 的 角速度 ws 和 从 动 轮 的 角 加 速度 6 ， 它们 分 别 表示 为 








而 =n v=rw; af=rne, as 





nn rn 
Ws =—w ，€2 = 
rs 


一 对 相互 哨 合 的 齿轮 i 它们 的 齿 数 和 节 圆 的 半 答 戚 正比 ， 所 以 上 面 的 解答 也 可 以 写 为 





人 LL | | 
ws i El 


Ny rs 
联合 上 面 两 式 ,可 得 











et EN 
ws €2 nl 


通常 在 机 械 工程 中 ， 把 主动 轮 与 从 动 轮 的 角速度 之 比 称 为 传动 比 ， 并 用 一 个 带 角 标的 
符号 加 表示 ， 于 是 有 























二 二 (6-37) 
式 (6 -37) 中 定义 的 传动 比 只 是 主动 轮 和 从 动 轮 角 速度 大 小 的 比值 ， 而 没有 考虑 两 齿 
轮 的 转动 方向 ， 因 此 ， 这 个 关系 不 仅 适用 于 圆柱 齿轮 传动 ， 也 适用 于 锥 齿轮 转动 和 没有 相 
对 滑动 的 摩 氛 轮 传动 。 对 于 带 传动 , 若 带 不 可 伸 长 ， 且 带 与 带 轮 之 间 不 打滑 ， 则 
式 (6-37) 也 仍然 适用 。 
有 时 为 了 区 分 轮 系 中 各 轮转 向 ， 对 各 轮 规定 统一 的 转动 正 向 ， 这 时 各 轮 的 角速度 可 取 
代数 值 ， 从 而 传动 比 也 可 取代 数值 














wa nr Zl 


式 中 ， 正 号 表示 主动 轮 与 从 动 轮转 向 相同 (内 哨 合 )， 如 图 6. 19(b) 所 示 ， 而 负 号 表示 主动 
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轮 和 从 动 轮转 向 相反 (外 路 合 ) ， 如 图 6. 19(a) 所 示 。 
6.4.3 角速度 及 角 加 速度 的 矢量 表示 ， 以 矢 积 表示 点 的 速度 和 加 速度 


在 前 面 的 讲述 中 ,我 们 把 绕 定 轴 转 动 刚 体 的 角速度 和 角 加 速度 均 视 为 代数 量 ， 然 而 在 
研究 较为 复杂 的 问题 时 ， 把 角速度 和 角 加 速度 用 矢量 表示 比较 方便 。 

角速度 矢量 这 样 来 表示 : 设 转轴 为 = 轴 ， 使 矢量 w 与 Ox 共 线 ， 其 长 度 表示 角速度 的 
大 小 ， 箭 头 的 指向 表示 刚体 转动 的 方向 ， 并 按 右手 螺旋 法 则 确定 : 右手 的 四 指 代表 转动 的 
方向 ， 拇 指 代表 角速度 矢 wo 的 指向 ， 如 图 6. 20 所 示 。 显 然 ， 角 速度 矢 w 的 起 点 可 在 转轴 
上 任 一 点 画 出 ， 即 矢量 w 是 一 滑动 矢量 。 

假设 大 为 沿 > 轴 正 向 的 单位 矢量 ， 如 
图 6. 20 所 示 ， 于 是 刚体 绕 定 轴 转 动 的 角 速 
度 矢 可 写成 





@=wk (6 一 38) 
当 角 速度 的 代数 值 为 正 时 ，@ 的 指向 与 
z 轴 正 向 一 致 ， 为 负 时 则 相反 。 
同样 ， 绕 定 轴 转 动 的 角 加 速度 也 可 以 用 
一 个 沿 轴线 的 滑 移 矢 量 表 示 。 将 式 (6 -38 
对 时 间 求 一 阶 导数 ， 并 注意 到 单位 矢量 类 是 
常 矢 量 ， 则 角 加 速度 矢 可 写成 
do dw, 


s—=d— dk ek ?6 -39) 
dt dt 1 








“图 6.20 角速度 矢 


式 中 ,se 是 角 加 速度 的 代数 值 ” 当 角 加 速度 的 指向 与 < 轴 的 正 向 相同 时 ，e 的 值 是 正 的 ; 反 
之 则 为 负 值 。 A 本 

根据 上 述 角速度 和 角 加 速度 的 矢量 表示 法 ， 刚 体内 任 一 点 的 速度 和 加 速度 可 用 矢 积 
表示 。 
在 转轴 上 任 取 一 点 O 作 失 量 w。， 并 过 点 O 作 刚 体内 M 点 的 失 径 rx， 用 0 表示 角速度 失 
w 和 失 径 x 之 间 的 夹 角 。 刚 体内 任 一 点 M 的 运动 轨迹 是 以 O, 为 圆心 ，R 为 半径 的 圆 。 如 
图 6. 21 所 示 。M 点 的 速度 大 小 为 


v= Rw=rwsin0 





图 6.21 速度 方向 垂直 于 角速度 矢 w 和 矢 径 r 所 组 成 的 平面 
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方向 垂直 于 角速度 矢 @ 和 矢 径 ~ 所 组 成 的 平面 ( 即 图 6. 21 中 人 OMO, 平面 ), 并 与 @ 
的 转向 一 致 。 根 据 矢 积 的 定义 ，@oXr 的 大 小 等 于 rwsing， 正 好 与 点 M 的 速度 大 小 相等 ， 
其 方向 也 与 点 M 的 速度 的 方向 相同 ， 所 以 有 
v=@Xr (6—40) 
即 绕 定 轴 转 动 刚 体内 任 一 点 的 速度 等 于 刚体 的 角速度 矢 与 该 点 矢 径 的 矢 积 。 
式 (6 -40) 两 边 同 时 对 时 间 求 一 阶 导数 ， 并 利用 式 (6- 3) 和 (6- 40)， 可 得 


dm_ doXxr) do dr | 可 
a XrtwxX EXrtoxXv (6—41) 


式 (6 -41) 第 一 项 的 大 小 为 





























| sxr| 一 ersin0 一 ER 4 

结果 恰好 等 于 点 M 的 切 向 加 速度 的 大 小 。 而 矢 积 aXr 的 万 向 垂直 于 & 和 + 所 构 
指向 也 恰好 和 点 M 的 切 向 加 速度 的 方向 一 -和 .因而 式 (6 - 41) 中 第 一 项 EXr 等 

于 点 M 的 切 向 加 速度 a.， 即 EL 








(6-42) 
式 (6 -41) 第 二 项 的 大 小 为 





即 和 撩 积 wXw 的 大 小 与 点 M 的 法 向 加 速度 的 大 小 相同 ， 其 方向 也 恰好 和 点 M 的 法 向 
加 速度 的 方向 一 致 。 因此 式 (6 -4 了 中 第 二 -项 @X vw 等 于 点 -M 的 法 向 加 速度 a,， 即 
WV a=oxXv vA (6 —43) 
因而 可 以 得 到 结论 ， 转 冯 逆 体 内 任 一 i 的 切 向 加 速度 等 于 刚体 的 角 加 速度 撩 与 该 点 矢 
径 的 矢 积 ， eh 度 矢 的 矢 积 。 
【 例 6-9】 如 图 .6.22 所 示 ， 圆 盘 以 恒定 的 角速度 w==50rad/s 


”比重 直 于 盘面 的 中 心 轴 转 动 ， 该 轴 在 y= 面 内 ， 倾 他 角 0=arctan 汪 。 


动 点 M 的 矢 径 在 图 示 的 瞬时 为 > 一 0.15i 十 0.167 一 0. 1k。 试 用 矢 
量 法 求 动 点 M 的 速度 和 加 速度 。 
解 : 由 转轴 所 在 的 方位 可 将 圆 盘 转动 的 角速度 矢 写 为 


一 50( 记 /+ 站 =307+40k 


























图 6.22 例 6-9 图 动 点 M 的 速度 为 

人 大 

vu=@Xr=| 0 30 40 

0.15 0.16 一 0.1 
由 于 圆 盘 角速度 为 常数 ， 所 以 动 点 M 的 切 向 加 速度 为 零 ， 即 


一 一 9. 4i 十 6j 一 4. 5k 








ay 一 0 
动 点 M 的 法 向 加 速度 为 
j 天 
day—=@X vu= 0 30 40 | 三 一 375 一 3767 十 282K 
一 9.4 6 一 45 
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小 结 


1. 研究 点 的 运动 的 基本 方法 及 特点 

(1) 矢量 法 。 在 矢量 法 中 可 用 一 个 式 子 同时 表示 运动 参数 的 大 小 和 方向 ， 因 此 表达 简 
明 直 接 ， 常 用 于 理论 推导 。 
(2) 直角 坐标 法 。 直 角 坐 标 法 是 一 般 常 用 的 计算 方法 ， 在 点 的 运动 轨迹 未 知 的 情况 
下 ， 可 以 写 出 其 运动 方程 ， 并 求 得 其 速度 和 加 速度 。 因 此 ， 当 点 的 运动 轨迹 未 知 时 ， 常 选 
此 方法 。 

(3) 自然 法 。 自然 法 的 特 虹 是 御 合 委 半 米 确 定点 治 灿 这 运动 的 项 健 ， 当 点 沿 曲线 运动 
时 ， 用 这 种 方法 较 简便 ， 当 轨迹 已 知 时 ， 常 用 此 方法 。 

矢量 法 、 直 角 坐 标 法 和 自然 法 表示 的 运动 方程 、 速度 和 而 过 底 愉 表 6 - 1. 


表 6-1 矢量 法 、 直角 坐标 法 和 自然 法 表示 的 运动 方程 、 速度 和 加 速度 
运动 方程 加 让 说 明 






































矢量 法 r=r(t) 适用 于 理论 分 析 和 公式 推导 





适用 于 一 般 情况 ,无 论 轨 


直角 坐标 法 迹 知道 与 否 








自然 坐标 法 入 卜 、》 5=s(0 = 时 | 适用 于 轨迹 已 知情 况 














2. 刚体 的 平 动 

(1) 刚体 平 动 的 定义 。 刚体 运 动 时 ， 如 果 其 上 任 一 直线 始终 保持 与 原来 的 位 置 平行 ， 
即 该 直线 的 方位 在 刚体 运动 的 过 程 中 保持 不 变 。 具 有 这 种 特征 的 刚体 运动 称 为 刚体 的 平行 
移动 ， 简 称 平 动 。 

(2) 刚体 平 动 的 运动 特征 。 刚 体 平 动 时 ， 其 上 各 点 的 形状 相同 并 彼此 平行 ， 在 每 一 瞬 
时 ,刚体 上 各 点 的 速度 相等 ,各 点 的 加 速度 也 相等 。 因 此 ,刚体 的 平 动 可 以 简化 为 一 
的 运动 来 研究 。 

3. 刚体 的 定 轴 转 动 

(1) 刚体 定 轴 转 动 的 定义 。 刚 体 运 动 时 ， 若 其 上 (或 其 延展 部 分 ) 有 一 条 直线 始终 保持 
不 动 ， 这 种 运动 称 为 刚体 的 定 轴 转动 。 

(2) 刚体 定 轴 转 动 的 运动 特征 。 刚 体 定 轴 和 转动 时 ， 其 上 各 点 均 在 垂直 于 转轴 的 平面 内 
绕 转 轴 作 圆周 运动 。 
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(3) 刚体 的 转动 规律 。 转 动 方程 p-- /CO) ， 角 速度 o 一 捍 ， 角 加 速度 < 一 于 


(4) 转动 刚体 上 各 点 的 速度 和 加 速度 。 速 度 v 一 ro， 切 向 加 速度 .= 所 =re， 法 向 加 

















速度 a, 二 于 二? 。 全 加 速度 大 小 和 方向 为 a 二 /WY 一 /tre]7 下 (ror 二 + VET， 


三 | 
| 





tan0 一 | 全 | = 
An 
习 题 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “~/”， 错 误 的 打 “X”) 个 
1. 动 点 加 度 的 大 小 等 其 于 村 对 时 间 的 一 阶 导 数 ， 友 向 一定 沿 轴 迹 的 切线 方向 ， 

¢ 
2. 加 加 于 度 的 大 小 和 于 其 坟 大 人 对 时 间 的 表 和 ， 方向 沿 轨迹 的 切线 方向 。 

5 
3 在 守则 题 ， 只 存在 加 旭 谍 为 于 度 办 的 情况， 不 存在 加 旭 不 为 









































速度 为 零 的 情况 。 《 ) 

4. 两 个 刚体 作 平 动 ， AYE 人 光 和 各， a 运动 轨迹 和 速度 也 一 
定 相同 。 ( ) 

村 动人 的 加 认为、 刚体 和 ( ) 

6 两 个 半径 不 等 的 麻 氛 轮 外 接触 传动 ， 如 果 不 出 现 打滑 现象 ， 两 接触 点 此 瞬时 的 束 

度 相等 ， 切 向 加 速度 也 相等 NN ( ) 

二 、 填空 题 / MT 2 

1. 描述 点 i 的 运动 的 三 种 基本 方法 是 和 

2. 点 作 圆 周 运动 ， 加 速度 由 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 组 成 ， 其 中 切 向 加 速度 反映 了 

的 变化 率 , 方向 是 ; 法 向 加 速度 反映 了 的 变化 率 ,方向 

是 

3。 质点 运动 时 ， 如 果 华 和 加 同 号 ， 则 质点 作 。 运动， 反之 则 作 运动 。 

4 

5， 刚体 平 动 的 运动 特征 是 

6. 定 轴 转动 刚体 上 点 的 速度 可 以 用 矢 积 表示 ， 它 的 表达 式 为 ; 刚体 上 点 的 
加 速度 可 以 用 失 积 表示 ， 它 的 表达 式 为 

7. 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 在 任 一 瞬时 各 点 具有 相同 的 和 ， 且 各 点 轨迹 
均 为 

8. 定 轴 转 动 刚体 内 点 的 速度 分 布 规律 为 g 

9. 半径 均 为 R 的 圆 盘 绕 垂直 于 盘面 的 O 轴 作 定 轴 转 动 ， 其 边缘 上 一 点 M 的 加 速度 如 
图 6.23 所 示 ， 则 图 6.23 (a) 所 示 情 况 下 圆 盘 的 角速度 wo 一 ; 角 加 速度 二 




















。 图 6. 23(b) 所 示 情 况 下 w 一 ; €= 
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图 6.23 题 二 (9) 图 























三 、 选 择 题 
1. 一 点 做 曲线 运动 ， 开 始 时 速度 v 二 12m/s， 某 瞬时 切 向 加 速度 a, 二 4m/s*， 则 /二 2s 
时 该 点 的 速度 大 小 为 ( ) K 人 人 
A. 4m/s B. 20m/s C. 8m/s 《A D. 无 法 确定 
2. 图 6. 24 的 四 图 中 ， 表 示 的 情况 可 能 发 生 的 图 是 CO )。 
v vw 《A \\ 





图 6.24 题 三 ( 记 图 (1 


3. 某 肯 时 ,刚体 上 任意 两 点 A、B. 的 速度 分 别 为 2,、ws， 则 下 述 结论 正确 的 
是 (a KE 必 ? 
A， 当 bw 二 wps 时， 刚体 必 作 平 动 
B， 当 刚体 平 动 时 , 必 有 | va | 三 | vs|, 但 vw 与 24 的 方向 可 能 不 同 

C， 当 刚体 平 动 时 ， 必 有 wa 二 vs 

D， 当 刚体 平 动 时 ，w 与 v4 的 方向 必然 相同 ,但 可 能 有 | v4 | 去 | vs| 

4. 圆 盘 绕 O 轴 转 动 ， 其 边缘 上 一 点 M 的 加 速度 为 a， 但 方向 不 同 ， 如 图 6. 25 所 示 

(a)、(b) 、(c) 三 种 情况 。 下 列 四 组 答案 中 正确 的 是 ( js 

A. &1=0, w=0 B. 8&=0, w;=0 

C. &=0, m=0 D. 8&=0, w=0 











图 6.25 题 三 (4) 图 
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5. 如 图 6. 26 所 示 的 荡 木 机 构 中 ,O10; 二 CD，O1C = 二 0;,D 二 1m， 在 图 示 位 置 时 O,C、 


OD 的 角速度 为 w 二 1rad/s， 角 加 速度 为 e 二 2rad/s*， 则 荡 木 中 点 M 的 加 速度 为 ( Es 
A. au=1lm/s’ B. am=2m/s’ 
C. au =V2m/s’ D. av 一 V5m/s: 


6. 如 图 6. 27 所 示 为 某 刚 体 作 定 轴 转动 的 俯视 图 ， 但 不 知道 转动 中 心 ,已 知 在 某 瞬 时 
有 vu 二 0. 2m/s，am 二 0. 3Y2m/s* ,a 二 45”。 求 出 转动 中 心 到 M 间 的 距离 x 以 及 此 瞬时 刚 






































体 转 动 的 角速度 w 和 角 加 速度 e， 下列 四 组 结果 中 ( ) 是 正确 的 。 
A. z=15/2em, w=—3rad/s, e Drad/s 
B z=40/3em, w=3rad/s, e=rad/s 
C. z=40/3cm, w Srad/s, E Yrad/s: C 
D. z=25/2em, w=—Drad/s, e—Zrad/s MA NN 


7. 图 6. 28 所 示 的 平面 机 构 中 ，O,A 一 0.B 坟 B010, 一 AB， 则 ABCD 刚性 平板 上 点 
M 的 运动 轨迹 为 ( 。“)。 : 
A. 以 O01 为 圆心 ，O1M 为 半径 的 | 
B. 一 条 平行 于 AB 的 直线 、\\e\ 
C. 以 O 为 圆心 ，OUM 为 半径 的 加 (OM=L) > 、 
D. 以 0; 为 圆心 ，O3MI 为 闪 径 的 圆 (O;M 平行 于 OA) 





























图 6.26 题 三 (5) 图 图 6.27 题 三 (6) 图 图 6.28 题 三 (7) 图 
8. 动 点 作 匀 加 速 曲线 运动 ， 则 ( ) 是 正确 的 。 

A. a.=0, a,=0 Ba. 天 0，a, 王 0 

C, a:=0, as#0 D; ca: 天 0，w 天 0 
9. 满足 下 述 ( ) 条 件 的 刚体 运动 一 定 是 平 动 。 


A. 刚体 运动 时 ， 


其 上 某 直线 始终 与 其 初始 位 置 保持 平行 
































B. 刚体 运动 时 ， 其 上 有 不 在 同一 条 直线 上 的 三 点 始终 作 直 线 运 动 
C. 刚体 运动 时 ， 其 上 所 有 点 到 某 一 固定 平面 的 距离 始终 保持 不 变 
D. 刚体 运动 时 ， 其 上 任 一 直线 始终 与 其 初始 的 位 置 保持 平行 

10. 刚体 平 动 时 ， 其 上 任 一 点 的 轨迹 可 能 是 ( js 
A. 平面 任意 曲线 B. 空间 任意 曲线 
C. 空间 固定 曲线 D. 任 一 直线 
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11. 如 图 6. 29 所 示 的 运动 刚体 中 ,只 有 ( ) 中 的 刚体 ABC 作 平 动 。 





(O14/OBELOWA-O:B) (0.4= 0:8) (014 = 0:8) 
A. 呈 


图 6.29 题 三 (11) 图 


12. 刚体 绕 定 轴 转 动 时 ， 下 述说 法 正确 的 是 ( Fs 
A. 当 转 角 p>0 时， 此 时 角速度 w 必 为 正 
B. 当 角 速度 w>>0 时 ， 此 时 角 加 速度 = 必 为 正 “| 
C. 当 角 加 速度 e>0 时 为 加 速 转动 ， 反 之 ,所 之 区 时 为 减速 转动 
D. 当 角 加 速度 e 与 角速度 w 同 号 时 为 加 速 转动 ， 反 之 ,为 减速 转动 
13. 刚体 绕 定 轴 转 动 ，r 为 点 的 矢 径 ， 相 为 角速度 矢 ，s 为 角 加 速度 矢 。 下 面 用 矢量 法 
表示 点 的 速度 和 加 速度 的 公式 中 ， 正 确 的 蕊 组 是 C( 。 ) 


A. v=@Xr, a.=eXr, Ce 








B. v=rX@, a: aX La OXv 
C. v=rxXow, 
D. v=rXw, a, NX; ‘=vXo 
14. 绳子 的 一 端 线 在 定 滑轮 上 ， 另 一 端 与 物 次 B” 相连 ， 如 图 6. 30 所 示 ， 若 物 块 B 的 运 
动 方程 为 + 一 kt ， 其 出 让 为 常数 ， 和 则 轮 缘 上 点 A 的 加 速度 大 小 为 ( ) 。 
A. 2 VARTE/R 
GR 





D. 2k+4kt:/R 
15. 滑轮 上 绕 一 细 强 ， 强 与 轮 间 无 相对 滑动 ， 绳 端 系 一 物 块 A， 如 图 6. 31 所 示 。A 物 
块 与 滑轮 边缘 上 点 B 的 速度 和 加 速度 间 的 关系 为 ( )'s 
A. vA=vVp, 4A—=ap B，va 天 up，aA 天 an 


C. vA=vVs, aa=ap D. vA=vs, aa=as 





图 6.30 题 三 (14) 图 图 6.31 题 三 (15) 图 
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四 、 计 算 题 


1. 点 M 的 运动 方程 为 + 二 1(coskt 十 sinkt)，y 二 1(coskt 一 sinkt)， 式 中 长 度 ! 和 角 频 率 
& 都 是 常数 ， 试 求 点 M 的 速度 和 加 速度 的 大 小 。 

2. 点 M 按 :二 Rsinwt 的 规律 沿 半径 为 R 的 圆周 运动 ， 设 A 为 弧 坐 标 原点 ， 其 正 向 如 
图 6. 32 所 示 。 试 求 下 列 各 瞬时 点 M 的 位 置 、 速 度 和 加 速度 。 


C=0y aE Bs (3) 1 Be 

3. 在 半径 为 R 的 铁 圈 上 套 一 小 环 ,， 另 一 直 杆 AB 穿 人 小 环 M， 并 绕 铁 圈 上 的 A 轴 逆 
时 针 转 动 g 二 wt (w 二 常数 )， 铁 圈 固 定 不 动 ， 如 图 6. 33 所 示 。 试 分 别 用 直角 坐标 法 和 自然 
法 写 出 小 环 M 的 运动 方程 ， 并 求 其 速度 和 加 速度 。 























图 6.32 题 四 (2) 图 、、 图 全 33、 题 四 (3) 图 


4. 椭圆 规 尺 BC 长 为 20 寺 柄 OA 长 为 !，A 郑 BCI 的 中 点 ，M 为 BC 上 一 点 且 MA == 





6b， 如 图 6. 34 所 示 。 曲 柄 DA 以 等 角速度 绕 〇 轴 转 动 ， 当 运动 开始 时 ， 曲 枉 OA 在 铝 垂 
位 置 。 求 点 M 的 运动 方程 和 轨迹 。 >。》 

5. 如 图 B35 所 示 ，AB 长 为 !， 以 等 和 朋 速度 w 绕 点 妃 转动 ， 其 转动 方程 p 二 wt。 而 与 
杆 连接 的 滑 块 售 按 规律 =“ 十 bsinwt 沿 水 平 作 谐 振动 ， 其 中 a 入 均 为 常数 ， 求 A 点 
的 轨迹 。 








图 6.34 题 四 (4) 图 图 6.35 题 四 (5) 图 


6. 曲柄 滑 块 机 构 如 图 6. 36 所 示 ， 曲柄 OA 长 为 -， 连 杆 AB 长 为 1:， 滑 道 与 曲柄 轴 的 
高 度 相差 h。 已 知 曲柄 的 运动 规律 为 gq 二 wt，w 是 常量 , 试 求 滑 块 B 的 运动 方程 。 
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7. 如 图 6. 37 所 示 ， 滑 块 C 由 绕 过 定 滑轮 A 的 绳索 牵引 而 沿 铅 直 导轨 上 升 ， 滑 块 中 心 
到 导轨 的 水 平 距离 AO = 5。 设 将 绳索 的 自由 端 以 匀速 度 v 拉动 ， 试 求 重 物 C 的 速度 和 加 
速度 分 别 与 距离 OC = 工 间 的 关系 式 (不 计 滑轮 尺寸 ) 。 





图 6.36 题 四 (6) 图 ， -图 6.37 题 四 (7) 图 





8. 机 构 如 图 6. 38 所 示 ， 曲 杆 CB 以 匀 角 速度 绕 C 轴 转 动 ， 其 转动 方程 为 p 一 wb， 
通过 滑 块 B 带动 摇 杆 OA 绕 轴 O 转动 。 已 知 0G 一 )，CB = r, 求 揪 杆 的 转动 方程 。 
9. 摇 筛 机构 如 图 6. 39 所 示 ， 已 知 OrA = 0:B = 40cem，010; = AB， 杆 O14 按 


p= 证 sin Trad 规律 摆动 。 求 当 i@ 油 (一 2 时 ， 第 面 审 点 M 的 速度 和 加 速度 。 

10， 如 图 6. 40 所 示 的 摇 村 机构 ， 初 始 时 揪 杆 的 转角 如 6， 摇 杆 的 长 OC=w， 距离 0B 一 
4. 滑 杆 AB 以 等 速 . 允 向 卫 运 动 ， 试 建立 援 杆 上 总 G 的 运动 方程 ， 并 求 此 点 在 9 一 玉 时 的 
速度 。 SN 和 





图 6.38 题 四 (8) 图 图 6.39 题 四 (9) 图 图 6.40 题 四 (10) 图 





11. 如 图 6. 41 所 示 ， 偏 心 凸轮 半径 为 尺 ， 绕 O 轴 转动 ， 转角 g 二 wi(w 为 常量 )， 偏心 
距 OC 二 e， 凸 轮 带 动 项 杆 AB 沿 铝 直 线 作 往复 运动 ， 试 求 项 杆 的 运动 方程 和 速度 。 

12. 如 图 6. 42 所 示 为 曲柄 滑 杆 机 构 ， 滑 杆 上 有 一 圆 弧 形 滑 道 ， 其 半径 尺 ==0. lm， 贺 
心 O, 在 导 杆 BC 上 。 曲 柄 长 0A 二 0. 1m， 以 等 角速度 w= 二 4rad/s 绕 O 轴 转 动 。 求 导 杆 BC 
































135| 


1136 


_ 理论 力学 (第 2 版 ) wmmmeeenn 


的 运动 规律 及 当 曲 柄 与 水 平 线 间 的 夹 角 gp 二 45" 时 ， 导 杆 BC 的 运动 速度 和 加 速度 。 











图 6.41 题 四 (11) 图 图 6.42 题 四 (12) 图 、 


13. 如 图 6. 43 所 示 ， 滑 块 以 等 速 0, 沿 水 平方 向 向 左 移 动 ， ` 通 过 滑 块 销 钉 B 带动 授 杆 
OA 绕 O 轴 转 动 . 好 始 时 ， 销 外 在 B, 处 ， 且 OB, = 二 4。 
求 摇 杆 OA 的 转动 方程 及 其 角速度 随时 间 的 变化 规律 。 
14. 汽轮机 叶片 轮 由 静止 开始 作 等 加 速 转动 。 轮 
上 点 4M 离 轴 心 为 0. 4m， 在 某 瞬 时 其 全 加 速度 的 大 小 
为 om7s ， 方 向 与 点 M 和 轴 心 连 线 夹 角 a 王 30"， 如 图 
图 6.43 题 四 (13) 图 >6.44 所 示 。 试 求 叶轮 的 转动 方程 ， 以 及 当 1 二 6s 时 ， 
1 ”点 M 的 速度 和 法 向 加 有 速度。 

15. 如 图 6. 45 所 示 圆 盘 绕 定 轴 O 转动 ， 某 瞬时 点 A 速度 大 小 为 0.8m/s，OA = 
R=0. lm， 5 B 的 全 加 速度 为 as， 与 ©B 线 成 9 角 ， 且 tang=0.6， 求 此 时 圆 盘 

角速度 及 角 加 速度 3 








图 6.44 题 四 (14) 图 图 6.45 题 四 (15) 图 


16. 边 长 为 100V2 mm 的 正方 形 刚 体 ABCD 作 定 轴 转 动 ， 转 轴 垂 直 于 板 面 。 点 A 的 速 
度 和 加 速度 大 小 分 别 为 wa 二 100mm/s，aa 一 100Y2mm/s*， 方向 如 图 6. 46 所 示 。 试 确定 
转轴 O 的 位 置 ， 并 求 该 刚体 转动 的 角速度 和 角 加 速度 。 

17. 如 图 6. 47 所 示 的 半径 为 r 的 定 滑轮 作 定 轴 和 转动， 通过 绳子 带动 杆 AB 绕 点 A 转 
动 。 某 瞬时 角速度 和 角 加 速度 分 别 为 w 和 es， 求 该 瞬时 杆 AB 上 点 C 的 速度 和 加 速度 。 已 
知 AC=CD=DB=r。 

18. 如 图 6. 48 所 示 的 卷扬机 ， 鼓 轮 半 径 > 一 0. 2m， 绕 过 点 O 的 水 平 轴 转 动 。 已 知 鼓 
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轮 的 转动 方程 为 g 一 二 rad， 其 中 的 单位 为 s， 求 /一 4s 时 轮 缘 上 一 点 M 的 速度 和 加 





速度 。 
Dp 在 
1A B 
45 
2 
图 6.46 题 四 (16) 图 图 6.47< 题 四 (17) 图 


19. 如 图 6. 49 所 示 ， 齿轮 A 以 转速 n= 二 30(r/mi 闻 旋转 ， 带动 男 一 齿轮 B， 刚 接 于 齿 
轮 B 的 鼓 轮 D 也 随同 转动 并 带动 物体 C 上 升 。 举 径 w 二 0. 3m, 疡 一 0.5m, rs 一 0.2m， 求 
物体 C 上 升 的 速度 。 





图 6.48 题 四 (18) 图 图 6.49 题 四 (19) 图 


20. 图 6. 50 所 示 为 一 摩擦 传动 机 构 ， 主 动 轴 工 和 从 动 轴 卫 的 轮 盘 分 别 用 A 和 B 表示 ， 
它们 的 半径 分 别 为 -=50mm 和 尺 二 150mm， 两 轮 接触 点 按 图 示 方 向 以 速度 v 移动 。 已 知 
主动 轴 工 的 转速 为 n= 二 600r/min， 接触 点 到 转轴 [的 中 心 的 距离 a 按 规律 4 二 (100 一 51) mm 
( 式 中 上 以 s 为 单位 ) 而 变化 。 试 分 析 (1) 以 距离 d 表示 轴 卫 的 角 加 速度 ; (2) 当 d==r 时 ， 
轮 也 边缘 上 一 点 的 全 加 速度 。 

21. 在 如 图 6. 51 所 示 的 仪表 结构 中 ,齿轮 1、2、3 和 4 的 齿 数 分 别 为 2 二 6，zs 二 24， 
习 一 8，zi 一 32; 齿轮 5 的 半径 为 5cm， 车 齿 条 B 移动 lm， 求 指针 A 所 转 过 的 角度 p。 

22. 车 床 的 传动 装置 如 图 6.52 所 示 。 已 知 各 齿轮 的 齿 数 分 别 为 = = 二 40，zs = 84， 
zz: 二 28，z4 王 80。 带 动 刀具 的 丝 杠 的 螺 距 为 hs 二 12mm。 求 车 刀 切 前 工作 的 螺 距 刀 。 

23. 在 图 6. 53 所 示 的 机 构 中 ,齿轮 | 紧 固 在 杆 AB 上 ,AB 二 OO;， 齿轮 | 和 半径 为 
rs 的 齿轮 开 唉 合 ， 齿 轮 开 可 绕 0; 轴 转 动 且 和 曲柄 0.B 没有 联系 。 设 OA=O:B= 工 ，y 一 
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bsinwt， 试 确定 二 区 时 ,齿轮 [的 角速度 和 和 角 加 速度 。 








图 6.50 题 四 (20) 图 -| 图 6.51 题 四 (21) 图 








图 6.52 题 四 (22) 图 图 6.53 题 四 (23) 图 


24. 两 轮 T 、 开 半径 分 别 为 六 =100mm, 二 150mm, 平板 AB 放置 在 两 轮 上 ， 如 
图 6.54 所 示 。 已 知 轮 工 在 某 瞬 时 的 角速度 w 王 2rad/s， 角 加 速度 s 一 0. 5rad/s: ， 以 逆 时 
针 方向 转 边 。 求 此 时 平板 移动 的 速度 和 加 速度 以 及 轮 工 边 缘 上 一 点 C 的 速度 和 加 速度 ( 设 
两 轮 与 板 接触 处 均 无 滑动 ) 。 











图 6.54 题 四 (24) 图 


1138 


-----====e 运 动 学 基础 第 6 章 | 


25. 如 图 6. 55 所 示 的 半径 都 是 2r 的 一 对 平行 曲柄 OA 和 OB 以 匀 角 速 


度 w, 分别 绕 





OU 和 0O: 轴 转动 ， 固 连 于 连 杆 AB 的 中 间 齿 轮 工 带动 同样 大 小 的 定 轴 齿 轮 [[ 绕 O 轴 转 动 。 





两 齿轮 的 半径 均 为 ~>， 试 求 齿轮 工 和 轮 开 节 圆 上 任 一 点 加 速度 的 大 小 。 
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相关 知识 





基本 概念 动 点 、 动 条 和 定 系 的 概念 


绝对 运动 、 相 对 运动 和 这 连 运动 
的 概念 





掌握 点 的 速度 合成 定理 严 确 画 出 动 点 的 速度 合成 图 


应 用 过度 合成 图 计算 未 知 的 速度 





掌握 点 加 速度 合成 定理 正确 画 出 动 点 的 加 速度 合成 图 








应 用 加 速度 合成 图 计算 未 知 的 加 
过 度 





其 有 信条 他 


第 6 章 研究 点 和 刚体 的 运动 ， 一般 都 是 以 地 面 为 参考 体 的 。 然 而 ， 在 实际 问题 中 ， 
还 常常 要 在 相对 于 地 面 有 运动 关系 的 参考 体 上 观察 和 研究 物体 的 运动 。 例 如 ， 从 行驶 的 
汽车 上 研究 在 天 室 中 飞行 的 飞机 的 运动 ， 坐 在 行驶 的 火车 内 观看 垂直 落下 的 雨点 的 运动 
等 。 事 实证 明 ， 在 不 同 的 参考 系 (参考 体 ) 上 观察 物体 ( 动 点 ) 的 运动 规律 不 同 。 这 是 因为 
事物 都 是 相互 联系 着 的 ， 本 章 将 研究 动 点 相对 于 不 同 参考 体 运动 之 间 的 关系 。 下 面 所 示 
的 牛头 创 床 机 构 各 构件 之 间 的 运动 、 飞 机 螺旋 桨 上 一 点 的 运动 、 天 车 起 吊 物 体 的 运动 、 
凸轮 机 构 中 凸轮 和 项 杆 的 运动 、 曲 柄 播 杆 机 构 中 曲柄 摇 杆 之 间 的 运动 ， 以 及 滑 块 导 杆 机 
构 中 滑 块 导 杆 的 运动 均 要 应 用 到 点 的 合成 运动 的 知识 。 对 于 工程 中 的 其 他 类 似 问 题 ， 我 
们 要 学 会 思考 ,分 析 和 解决 工程 中 各 种 机 构 各 构件 之 间 的 运动 关系 和 


p 









加 RN 
牛头 他 拓 机构 运 动向 图 、， 飞机 曙 族 桨 上 点 的 运动 分 析 
2 » NY 
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天 车 仿 形 机 床 中 人 靠 模 凸轮 机 构 


0 


B 





曲柄 摇 杆 机 构 滑 块 导 杆 机 构 
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7.1 点 的 合成 运动 的 基本 概念 


分 析 点 在 不 同 的 参考 坐标 系 中 运动 规律 的 联系 与 差别 就 是 本 章 中 合成 运动 的 主要 目的 
和 任务 ， 这 可 以 从 了 解 在 两 种 不 同 参考 坐标 系 中 的 运动 概念 开始 。 


7.1.1 绝对 运动 、 相 对 运动 和 牵连 运动 


以 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 为 例 ， 如 图 7.1 所 示 ， 其 轮 缘 上 点 M 的 运动 ， 对 于 地 面 上 
的 观察 者 来 说 ， 点 的 轨迹 是 把 线 ， 但 是 对 于 车 上 的 观察 者 来 说 ， 车 轮 轮 缘 上 点 的 轨迹 是 一 
个 圆 。 

再 以 一 个 正在 升 空 的 直升机 螺旋 桨 上 的 一 点 的 运动 为 例 ,, 螺 诈 桨 上 的 一 点 相对 于 地 面 
的 运动 轨迹 是 螺旋 线 ， 而 相对 于 直升机 机 身 的 运动 轨迹 是 圆 * 如 图 7.2 所 示 。 














图 7.1 沿 直线 轨道 滚动 的 车 轮 < 图 7.2 正在 升 空 的 直升机 螺旋 桨 


通常 ， 把 要 研究 的 点 M 称 为 动 点 ， 把 固 连 在 地 球 上 的 坐标 系 称 为 定 参考 系 ， 简 称 定 


系 ， 以 Ozyz 表示 4 把 关连 在 其 他 相对 于 地 球 运动 的 参考 体 上 的 坐标 系 称 为 动 参考 系 ， 简 
称 动 系 ， 以 O'x'y'z' 表 示 。 

一 个 动 点 在 定 系 和 动 系 中 有 着 不 同 的 运动 ， 把 动 点 相对 于 定 系 的 运动 定义 为 绝对 运 
动 ; 动 点 相对 于 动 系 的 运动 定义 为 相对 运动 ;而 把 动 系 相对 于 定 系 的 运动 定义 为 牵连 运 
动 。 仍 以 滚动 的 车 轮 为 例 ， 取 轮 缘 上 的 一 点 M 为 动 点 ， 固 连 于 车 厢 的 坐标 系 为 动 参考 系 ， 
则 车 厢 相 对 于 地 面 的 平 动 是 牵连 运动 ， 在 车 厢 上 看 到 点 
作 圆周 运动 ， 这 是 相对 运动 ;在 地 面 上 看 到 点 沿 摆 线 运 
动 ， 这 是 绝对 运动 。 
例如 ， 图 7. 3 所 示 的 卷扬机 小 车 起 吊 一 重 物 A 时 ， 
一 方面 重 物 通过 卷扬机 而 产生 向 上 的 运动 : 另 一 方面 ， 
卷扬机 小 车 又 在 天 车 上 移动 ， 重 物 由 初始 的 A 点 到 达 
A 点 ， 则 重 物 相 对 于 地 面 或 墙 体 的 运动 是 绝对 运动 ， 其 
位 移 为 AA"， 而 重 物 相对 于 卷扬机 小 车 的 运动 是 相对 运 
动 ， 其 位 移 为 AA"， 而 卷扬机 小 车 相对 于 地 面 的 运动 是 
图 7.3 卷扬机 小 车 起 吊 一 重 物 牵连 运动 ， 其 位 移 为 A"A7。 又 如 ， 一 个 旅客 在 运动 的 车 


















































厢 内 行走 ， 地 面 上 的 人 看 到 该 乘客 的 运动 是 绝对 运动 ， 坐 在 车 厢 内 的 人 看 到 该 乘客 的 运动 
是 相对 运动 ， 而 地 面 上 的 人 看 到 车 厢 内 不 动 的 人 的 运动 是 牵连 运动 。 

由 以 上 两 例 可 见 ， 牵 连 运动 的 存在 使 物体 的 绝对 运动 和 相对 运动 发 生 差异 。 显 然 ， 如 
果 没 有 牵连 运动 ， 则 物体 的 相对 运动 将 等 同 于 它 的 绝对 运动 ; 而 如 果 没 有 相对 运动 ， 则 物 
体 固 连 在 动 系 上 将 随 动 系 一 起 运动 ， 物体 的 牵连 运动 将 等 同 于 它 的 绝对 运动 。 由 此 可 见 
物体 的 绝对 运动 可 以 看 做 相对 运动 和 牵连 运动 合成 的 结果 。 


7.1.2 三 种 速度 及 加 速度 的 概念 


有 了 合成 运动 中 几 种 运动 的 定义 ， 自 然 就 引出 了 几 种 运动 的 轨迹 、 速 度 和 加 速度 的 概 
念 。 动 点 在 绝对 运动 中 的 轨迹 、 速 度 、 加 速度 就 是 绝对 轨迹 、 绝 对 速度 (用 了 表示)、 绝 对 
速度 (用 a, 表示 ); 动 点 在 相对 运动 中 的 轨迹 、 速 度 、 加 速度 就 是 相对 轨迹 、 相 对 速度 
vw, 表示)、 相 对 加 速度 (用 a 表示 )。 KAN 
由 于 牵连 运动 是 一 种 刚体 的 运动 .刚体 上 各 个 点 的 速度 S 加 速度 不 完全 相同 ， 不 能 随 
便 用 刚体 上 任意 一 点 的 速度 、 加 速度 作为 牵连 速度 和 率 连 煌 速度 。 动 点 的 牵连 速度 和 牵连 
加 速度 是 指 某 瞬 时 动 系 上 与 动 点 相 重合 的 那个 点 ( 称 为 窗 点 ) 相 对 于 定 系 的 速度 和 加 束 
度 ， 分别 用 w. 和 a. 表示 。 























对 于 牵连 点 的 问题 需要 强调 的 是 ,牵连 i 也 相当 ee 
伸 体 ) 上 的 点 ， 动 参考 体 作 什 么 形式 的 团体 六 动 ， he rn eh 。 同 时 
由 于 动 点 位 置 是 在 不 断 变动 的 ， 所 以 牵连 ;的 位 置 也 会 时 刻 跟着 变动 。 








如 图 7.4 所 示 的 机 构 中 ， 杆 MO 通过 3 TAB ZN 
上 的 滑 块 而 在 水 平方 向 作 平 动 人 把 滑 块 M 作为 动 点 :1 
动 系 放 在 杆 AB 上 ， 则 点 MM 的 绝对 运动 为 水 平方 向 、 
直线 运动 ， 相 对 运动 为 x! 方 向 直线 运动 ,> 要 分 析 牵 “ 
连 运 动 ， 可 以 把 滑 堪 和 村 MC 去 掉 ， 只 看 AB， 可 
以 假想 原来 放 滑 块 5M 的 位 置 M' 即 为 牵连 点 ， 由 于 杆 
AB 绕 点 A 转动 ,牵连 点 M 的 运动 也 是 绕 点 A 转动 ， 图 7.4 杆 MC 通过 套 在 杆 AB 上 的 
容易 确定 牵连 速度 大 小 ws 一 MA . w， 方向 垂直 于 滑 块 而 水 平 运动 
AB 杆 。 


7. 1.3 合成 运动 的 解析 关系 


由 于 动 点 的 绝对 运动 和 相对 运动 可 以 用 定 坐 标 系 和 动 坐标 系 描述 ， 根 据 两 个 坐标 之 间 
的 变换 关系 ， 可 以 简单 讨论 一 下 绝对 运动 与 相对 运动 的 
运动 方程 之 间 的 解析 关系 。 
以 平面 问题 为 例 ， 定 系 用 Oxy 表示 ， 动 系 用 O'x'y" 
” 表示 ， 如 图 7.5 所 示 。 如 果 动 点 M 的 绝对 运动 方程 为 
XI 二 XT(1),，y 二 y(1); 相对 运动 方程 zx' 一 z' (0)，y 一 
y(t); 而 动 系 相对 于 定 系 的 运动 可 以 用 如 下 三 个 方程 完 
全 描述 : 
Xo0'=X0'(t), yo0'=y0'(t), p=9(1) 
图 7.5 动 系 与 定 系 之 间 的 关系 由 图 7. 5 可 得 动 系 与 定 系 之 间 的 关系 为 
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1 二 
TXo Cos 一 y sing 








《二 
3 一 yo 十 xz sinp 十 y cosp 


在 点 的 绝对 运动 方程 中 消去 时 间 1 就 得 到 点 的 绝对 运动 轨迹 ， 在 相对 运动 方程 中 消去 
时 间 :就 得 到 点 的 相对 运动 轨迹 。 

【 例 7- 1】 用 车 刀 切 削 工 件 的 直径 端面 ， 车 刀 刀 尖 M 沿 水 平 轴 xz 作 往复 运动 ， 如 
图 7.6 所 示 。 设 Oxy 为 定 坐 标 系 ， 刀 人 尖 的 运动 方程 为 x 二 bsinwt， 工 件 以 等 角速度 ww 逆 时 
针 方向 转动 。 求 车 刀 在 圆 端面 上 切 出 的 痕迹 。 

解 : 根据 题 意 ， 可 设 刀 尖 M 为 动 点 ， 动 坐标 固定 在 工件 
上 ， 则 动 点 M 在 动 坐标 0"z' >y 和 定 坐标 Oxy 中 的 坐标 关 





/ 
工 一 zcoswt， Sw 


将 点 M 的 绝对 运动 方 程 代入 了 武井， 可 得 











1 & 1 
T=bsinwtcoswt= da， y 三 一 0sin wt 


2 
上 式 就 是 车 刀 相 对 导 工 件 的 运 动 方程 ， 从 中 消去 时 间 +， 
图 7.6 例 7-1 图 得 刀 尖 的 相对 轨迹 方程 一 

Ne r+(» + 名] = 后 


即 切 出 的 痕迹 为 一 个 国 。 QO 





> 1 


7 2 点 的 速度 合成 定理 


下 面 研究 点 的 相对 速度 、 丰 连 地 度 和 适度 = 者 之 间 的 关系 。 仍 然 以 平面 问题 为 例 
进行 分 析 。 NN 

在 图 7.7 中 ， 相 对 运 ; 动 轨迹 为 曲线 MIM ， 
牵连 运动 轨迹 为 明 线 MM; ， 绝 对 运动 轨迹 为 曲 
线 MM'。 三 种 运动 可 分 别 表 示 如 下 。 

牵连 运动 : 在 1>t 十 At 过 程 中 ，M-~M 。 

相对 运动 : 在 上 一: 十 At 过 程 中 ，M 一 M 。 

绝对 运动 : 在 1 一 1 十 At 过 程 中 ，M-~M 。 

由 于 MM 一 MM 十 MM'， 故 有 

















jm MM MM I MM 
Di as Uy 图 7.7 ”速度 合成 定理 
这 样 可 得 到 三 种 运动 速度 有 如 下 的 关系 : 
一 多 二 咏 i 


式 (7-2) 为 点 的 合成 运动 的 速度 合成 定理 ， 即 动 点 的 绝对 速度 矢量 等 于 其 相对 速度 与 
牵连 速度 的 矢量 之 和 。 
速度 合成 定理 是 一 个 矢量 等 式 ， 实 际 计算 时 可 以 采用 速度 矢量 图 计算 ， 即 动 点 的 绝对 
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速度 可 以 由 牵连 速度 与 相对 速度 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 来 确定 。 这 个 平行 四 边 形 称 
为 速度 平行 四 边 形 。 这 样 的 矢量 等 式 与 静 力 学 中 力 的 平衡 方程 一 样 ， 也 可 以 进行 矢量 投影 
计算 ,从 而 可 以 列 出 两 个 标量 等 式 ， 投影 的 方向 不 一 定 是 垂直 的 x 轴 或 y 轴 , 可 以 是 任意 
两 个 方向 。 对 于 每 一 个 矢量 都 有 大 小 和 方向 两 个 因素 ， 速度 合成 定理 的 矢量 等 式 中 一 其 有 
六 个 因素 ， 所 以 只 要 知道 了 其 中 四 个 因素 ， 就 可 以 用 两 个 标量 等 式 求 出 其 余 两 个 。 

下 面 用 几 个 实例 说 明 速 度 合成 定理 的 应 用 。 

【 例 7-2】 如 图 7.8 所 示 是 半径 为 尺 的 半圆 形 凸 轮 ， 以 等 速度 v, 沿 水 平 轨道 向 左 运动 ， 
它 推 动 杆 AB 沿 铅 垂 导轨 上 下 滑动 ， 在 图 示 位 置 时 ，g 二 60"， 求 该 瞬时 顶 杆 AB 的 速度 。 

解 : 选择 顶 杆 AB 上 的 点 A 为 动 点 , 凸轮 为 动 系 ， 由 
Vs 二 Ve 二 vr 

画 出 动 点 A 的 速度 合成 图 如 图 7. 8 所 示 。 其 中 必 为 绝对 速度 ， 方 向 铅 垂 向 上 ，v, 为 
牵连 速度 ， 方 向 水 平 向 左 ， 而 vw, 为 相对 速度 ， 其 方向 为 半圆 形 旧 花 在 点 A 处 的 切线 。 由 于 
凸轮 作 平 动 ,ww 一 ww， 由 图 可 知 
















































































Vv, = Ve cotg— vo AD) 
上 式 即 为 顶 杆 AB 的 速度 大 小 ， 方 向 铝 直 向 上 。、 ~ 
【 例 7-3】 如 图 7.9 所 示 为 刨床 的 摆动 时 杆 机 构 。 已 知 曲柄 OM 长 为 20cm， 以 转速 
7 一 30r/min 作 逆 时 针 转 动 。 曲 柄 转动 轴 与 导 杆 转轴 之 间 的 距离 O0A=30cm， 当 曲柄 与 OA 
相 垂直 且 在 右 侧 时 ， 求 导 杆 AB 的 角速度 wm 。 





图 7.8 例 7-2 图 图 7.9 例 7-3 图 


解 : 选择 滑 块 M 为 动 点 ， 导 杆 AB 为 动 系 。 由 vw, 二 v. 十 2, 画 出 动 点 M 的 速度 合成 图 
如 图 7.9 所 示 。 其 中 心 为 绝对 速度 ， 方 向 铬 垂 向 上 ; v. 为 牵连 速度 ， 方 向 垂直 于 导 杆 AB， 
而 vw 为 相对 速度 ， 其 方向 沿 AB 导 杆 内 导 覃 的 方向 。 由 图 可 知 

ve —=v,sing=OM » wsing 















































导 杆 AB 的 转动 角速度 was 为 
vw _OM*wsing ,2xX30 400 _4n | 
om 一 AM 一 OM/sing 一 osin 0 60 X1300 13 0967rad/s 


【 例 7-4】 如 图 7-10 所 示 的 机 构 中 , 已 知 杆 OA 绕 O 以 匀 角 速度 wo 一 2rad/s 着 时 
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针 方向 转动 , 杆 BC 通过 套 简 B 套 于 杆 OA 上 , 杆 OA 转动 时 带动 杆 BC 上 下 运动 , 已 知 
OC=0. 5m， 试 求 图 示 位 置 "一 30" 时 杆 BC 的 运动 速度 。 
解 : 选 套 简 B 为 动 点 ， 杆 OA 为 动 系 。 由 v, 一 vv. 十 
4 v9, 通 出 动 点 B 的 速度 合成 图 如 图 7. 10 所 示 。 其 中 vw 为 
绝对 速度 , 方向 铝 垂 向 上 ; mv. 为 牵连 速度 ， 方 向 垂直 于 
杆 OA， 而 v. 为 相对 速度 ,其 方向 沿 杆 OA 的 方向 。 由 
图 可 知 





















































9 N we OB .ww_ 4 

~ cosb cos0 3™S 

这 就 是 杆 BC 的 运动 速度 的 大 小 ， 方 向 垂直 向 上 。 
图 7.10 例 7-4 图 总 结 以 上 几 个 实例 的 解 题 步骤 如 下 。 


(1) 选取 动 点 、 动 参考 系 和 定 参考 系 。 所 选 的 参考 系 应 能 将 动 总 的 运动 分 解 成 为 相对 
运动 和 牵连 运动 。 因 此 动 点 和 动 参考 系 不 能 选 在 同一 个 物体 二 一般 应 使 相对 轨迹 已 知 。 
(2) 分 析 三 种 运动 与 三 种 速度 。 UX 
(3) 应 用 速度 合成 定理 ， 画 出 速度 矢量 图 。 ”下 
(4) 由 速度 平行 四 边 形 或 三 角形 的 几何 关系 水 击 未 知 数 。 





7.3 这 连 运 动 为 平 动 时 点 的 加 训 度 合成 定理 





ee 加 速度 之 间 的 关系 比较 复杂 % 因 琵 ， 先 分 析 当 牵连 运动 为 平 动 时 
点 的 加 速度 合成 

如 图 7.11 人 - 设 动 下 标 系 Or 相对 于 定时 标 和 Ozyz 作 平 动 ， 同 时 动 点 M 又 
沿 着 动 参考 系 中 的 有 晶 线 做 相对 运动 。 

如 动 点 M 相对 于 动 参考 系 的 相对 坐标 为 z+'、y 、x'， 
而 亡 、 疡 、 大 为 动 坐标 轴 的 单位 矢量 ， 则 点 M 的 相对 速度 
和 相对 加 速度 为 








de dy de 
dr 中 = a Far 7 二 3 
过 Yi 4 四 
i de Fad ta Kk! 由 
将 式 (7 -2) 两 端 同时 对 时 间 求 一 次 导数 ， 得 
dw, dv. | do, (7_5) 图 7.11 当 牵 连 运 动 为 平 动 时 
业 业 出 加 速度 合成 定理 
式 (7-5) 左 端 为 动 点 相对 于 定 参考 系 的 绝对 加 速度 ， 即 
_ dm。 
二 一 (7-6) 











由 于 动 参考 系 为 平 动 ， 动 参考 系 上 各 点 的 速度 或 加 速度 在 任 一 瞬时 都 是 相同 的 ， 因 而 
动 参考 系 原点 O 的 速度 wo 和 加 速度 ao ， 就 等 于 牵连 速度 w. 和 牵连 加 速度 e.， 有 
dv._ dvo 


da 0 














= 
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即 
a = 加 CH= 
将 式 (7 -3) 两 端 同 时 对 时 间 求 一 次 导数 ,注意 到 动 参考 系 平 动 时 i 、j"、K 的 大 小 和 
方向 都 不 改变 ,为 但 矢量 ,因而 有 
a + a, (7-8) 
将 式 (7-6)、(7 一 7)、(7 一 8) 代 入 式 (7 -5), 得 
本 二 和 二 全 = 
式 (7-9) 表 示 牵 连 运动 为 平 动 时 点 的 加 速度 合成 定理 : 当 牵 连 运动 为 平 动 时 ， 动 点 在 
弟 嫉 时 的 的 对 加 强度 生生 谈 及 时 避 的 过 法 和 六 记号 相对 加 沉 度 的 和 是 | 它 与 速度 合成 定 
理 具 有 完全 相同 的 形式 。 l 
【 例 7-5】 如 图 7.12 所 示 为 曲柄 导 杆 机 构 , 已 知 | 厅 长 人 7， 某 瞬时 它 和 铅 直线 
间 的 夹 角 为 8， 曲柄 转动 的 角速度 为 w， 转 动 的 角 加 BO 
速度 为 e， 求 此 瞬时 导 杆 的 加 速度 。 SH— 了 
解 : 选择 滑 块 A 为 动 点 ， 导 杆 BCD 为 动 系 > &、 
行 加 速度 分 析 ， 由 于 绝对 运动 是 以 O 为 圆 ， 
半径 的 圆周 运动 ， 绝 对 加 速度 包括 法 向 加 速度 a? 和 
切 向 加 速度 a;:， 牵连 运动 是 导 杆 ta 
平 动 ， 假设 导 杆 BCD 相对 于 定 系 的 加 玉 度 为 a.， 


























a 四 




















于 平 动 刚体 各 点 的 加 速度 相同 5 动 点 和 E20% 

度 为 a.， 方 向 假设 向 上 3 -和 对 运动 是 滑 志 A 相对 于 < 

动 系 的 运动 ， 由 于 滑 世 A 能 在 导 杆 内 滑动 、 故 相 9 R 

对 加 速度 沿 导 槽 方向 * 不 妨 假设 水 平 向 看 由 7" 二 8 

四 一 a 你 点 A 的 加 速度 合 成 图 ,如 图 7.12 i 
所 示 。 


只 需求 牵连 加 速度 a. 而 无 须 求 相 对 加 速度 a,， 只 需 列 a. 方 向 的 投影 方程 ,有 
arcosyp 十 aisinp 一 ae 
式 中 ,a' 二 rw*， a: 三 re。 解 得 导 杆 的 加 速度 为 
as 一 dcosp 十 aisinp 一 rw:cosp 十 resinp 
【 例 7-6】 如 图 7-13(a) 所 示 为 曲柄 导 杆 机 构 。 已 知 OA 一 0.B 一 10cm， 叉 OO: 一 
AB， 曲 柄 OA 以 角速度 w 一 2rad/s 做 匀速 转动 。 在 图 示 瞬 时 ，9? 一 60"， 求 该 瞬时 杆 CD 
的 速度 和 加 速度 。 
解 : 选 滑 块 C 为 动 点 ， 杆 AB 为 动 系 。 由 vw, 二 wv. 十 vw, 作 点 C 的 速度 合成 图 ， 如 图 
7.13(a) 所 示 。 动 系 AB 作 平 动 ， 其 速度 等 于 点 A (或 点 B) 的 速度 ， 即 
由 速度 合成 图 ， 可 知 杆 CD 的 速度 为 
Vs=vecosp=O1A * wcosg=0. 1m/s 
由 于 动 系 AB 作 平 动 ， 由 a, 二 qt 十 a. 作 点 C 的 加 速度 合成 图 如 图 7. 13(b) 所 示 。 曲 栖 
匀 束 转动， 牵连 加 速度 只 有 法 向 加 速度 ， 即 
aa 一 OA。ow 
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由 加 速度 合成 图 可 知 ， 杆 CD 的 加 速度 为 
一 asinp 一 OA * wsing=0. 346m/s’ 
Te 一 OA 。 








图 7.13 例 7-6 图 


7.4 牵连 运动 为 转动 时 点 的 加 速度 合成 定理 


如 图 7. 14 所 示 ， 设 动 系 的 角速度 为 w， 角 加 速度 为 ss 相对 于 定 系 Oxyz 的 轴 > 转 
动 ， 动 点 M 相对 证 动 系 O zxz'y'>' 运动。 将 动 系 的 原点 
O' 取 在 Oz 轴 上 WW… 动 点 M 的 相对 运动 轨迹 为 AB 。 相 对 
矢 径 r ， 相 对 运动 速度 w, 和 相对 运动 加 速度 a, 可 分 别 
表示 为 

r'=z'i 十 yj" 十 z'k' 


de FF dy 十 此 


a 
dt dz! 





动 点 M 的 牵连 速度 和 牵连 加 速度 可 表示 为 











dn /A 
图 7.14 当 牵 连 运 动 为 定 轴 转动 ae 一 8.Xr 十 o.X 也。 
a cs eh 有 Ey 
时 加 速度 合成 定理 而 ee dz i dy 4 dp 
dt dey dt 





_dv,_d dr dy de | dy'dj , dz'dk’ 
加 汉 dt Er | | d27 | de dt dt | tdt dd 


dr dx i dy de 之 dz'di ，dy dj 十 dz dK 


本 1 全 关于 二 下 省 二 二 二 


























本 i, 1 dzr'di’ dy dj , dz'dk’ 
gE. Xrio. Xv. vt t pa Cd de tae 
i dz'di’ ,dy'dj' , dz'dk’ 
| | 
pea vem ar 0 de 
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单位 矢量 对 时 间 的 导数 ， 经 过 一 个 较 复 杂 的 数学 推导 过 程 (有 兴趣 的 读者 可 参阅 哈 尔 
滨 工 业 大 学 理论 力学 教研 室 编 的 《理论 力学 )》 第 6 版 第 177 页 )， 可 得 


di ap. Ful, 
网- Xi, a .XJj, a 


dr'di’ ,dy'dj' , dz'dk' 


这 样 有 Utd 
故 可 得 








@. Xk’ 





qa,=a. 二 Tar 二 a 

其 中 ，ai 二 2@. Xv, 称 为 科 里 奥 利 加 速度 ,简称 科 氏 加 速度 ， 其 大 小 为 a 二 2w.vsin0， 
方向 为 垂直 于 由 o. 和 ,组 成 的 平面 ， 且 符合 右手 螺旋 法 则 。 

这 就 是 牵连 运动 为 转动 时 的 加 速度 合成 定理 ， 它 表示 当 动 系 为 定 轴 转 动 时 ， 动 点 在 某 
有 瞬时 的 绝对 加 速度 等 于 该 瞬时 它 的 相对 加 速度 与 牵连 加 速度 及 种 氏 加 速度 的 矢量 和 。 上 式 
虽然 是 在 定 轴 转 动 的 条 件 下 推导 出 来 的 ， 但 可 以 证 明 动 系 作 任意 运动 时 均 成 立 ， 即 它 是 点 
的 合成 运动 的 加 速度 普遍 合成 定理 。 RT 因而 科 氏 加 速度 为 
零 ， 这 就 回 到 了 7. 3 节 加 速度 合成 定理 的 特殊 形式 。% 下 

科 氏 加 速度 是 由 法 国人 科 里 奥 利 在 1832 年 发 更 的 、 站 然 现象 中 有 很 多 志方 存在 科 民 
加 速度 。 例 如 ， 地 球 绕 地 轴 转 动 ， 地 球 上 的 物体 相对 于 地 球 运动 ， 这 是 牵连 运动 为 转动 的 
合成 运动 。 在 北 半球 由 北向 南 行驶 的 火车 有 向 寻 的 科 氏 加 速度 ， 而 由 南 向 北 行驶 的 火车 有 
向 西 的 科 氏 加 速度 ,因而 火车 均 是 靠 计 行驶 又 如 北半球 的 河水 向 北 流动 时 ， 河 水 的 科 区 
加 速度 向 西 ， 因而 河水 必 受 到 右 河岸 向 左 的 作用 力 ， 所 以 北 举 球 的 江河 右岸 都 受到 较 明 显 
的 冲刷 。 ~ \ Yr WX 
加 速度 合成 定理 的 二 般 形式 仍 是 矢量 等 式 ， 应 用 时 一 般 可 以 确定 所 有 加 速度 的 方向 。 
例如 ， 用 芭 的 加 法 委 向 委身 闻 分 5 矢量 等 式 同样 可 以 列 出 在 两 个 方向 上 的 
标量 等 式 ， 从 而 求 出 两 个 未 知 量 。 
太 M 在 OA 上 按 规律 < 一 2 二 34em 运动 ， 同 时 杆 OA 绕 轴 O 以 等 角速度 
w 一 2rad/s 转动 如 图 7. 15(a) 所 示 。 求 当 : 上 = 一 1s 时 ,点 M 的 绝对 加 速度 。 






































图 7.15 例 7-7 图 
解 : 本 题 既 可 按 点 的 运动 学 求解 ， 也 可 接点 的 合成 运动 求解 。 
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M 的 绝对 加 速度 为 HN ,A 


(1) 按 点 的 运动 学 求解 。 
取 直 角 坐 标 系 Oxy， 如 图 7. 15(b) 所 示 ， 于 是 可 写 出 任 一 瞬时 M 点 的 运动 方程 : 
Zu=OM* cosgp=(2+31*) » cos2t 
ns * sing= (2 二 31°) »。 sin2t 
求 二 次 导数 可 得 加 速度 : 
ax 一 工 w 一 一 24tsin2t 一 2(1 十 62)cos2t 
上 es +6t°)sin2t 
ar 一 一 24sin2 一 14cos2 
当 :时 有 | ， 故 M 的 绝对 加 速度 为 
ww, 一 24cos2 一 14sin2 
AAA 
au= Var Tar = VI TI4 =27. 780m/$ NN 
(2) 按 点 的 合成 运动 求解 。 < 
动 点 为 M， 动 系 固 连 于 OA 杆 上 。 因为 动 系 作 定 轴 转 动 ， 所 以 根据 vw, 二 wv 十 vw, 和 a 二 














qa 十 qr 十 qx 分别 作出 点 M 的 速度 合成 图 和 加 速度 合成 图 如 图 7. 15(c)、(d) 所 示 。 由 加 速 
度 图 可 知 CA 


TT 
其 中 ， = 最 一 6em/s， a rT 20cm/s’, ak =2wv =24cm/s’, 代入 后 可 得 动 点 
WO x 





x “a /6207 Ta 2 Tem/s: 
注意 ; 画 速 度 合成 图 的 目的 是 计算 相对 速度 的 大 小 和 确定 相对 速度 的 方向 ， 以 便 在 画 


动 点 M 的 加 速度 合成 图 时 ， 可 方便 地 计算 补 氏 各 速度 的 大 小 和 确定 科 氏 加 速度 的 方向 。 
本 题 中 第 (1) 种 解法 概念 清楚 ， 条 理 明白 ;第 (2) 种 解法 用 到 了 科 氏 加 速度 的 概念 ， 应 注意 
其 大 小 的 计算 和 方向 的 确定 ， 第 (2) 种 解法 运算 较为 简便 。 


【 例 7- 8】 一 牛头 创 床 机 构 如 图 7. 16(a) 所 示 。 已 知 0,A=20em，0,B 一 上 8 cm， 


杆 OA 的 角速度 w 二 2rad/s， 求 图 示 位 置 时 滑 枕 CD 的 速度 和 加 速度 。 








解 : 先 研究 动 点 A， 动 系 固 连 于 0B 上 . 由 zu 一 zu 十 za 和 ai 一 aa 十 aa 十 an 十 an 作 











点 A 的 速度 和 加 速度 合成 图 ， 如 图 7.16(b)、 图 7.16(c) 所 示 。 设 杆 O,B 的 角速度 为 w， 
角 加 速度 为 e， 由 图 知 点 A 的 绝对 速度 wu 一 w“。OA=40cm/s， 根 据 速度 合成 图 可 得 动 点 
A 的 相对 速度 和 牵连 速度 分 别 为 


vi =vcos30°=20V3cm/s, va=vsin30"=20cm/s 
由 于 牵连 速度 可 表示 为 v 一 w。* O;A， 故 杆 0,B 的 角速度 w 为 


w= 人 一 0. 5rad/s 
根据 A 点 的 加 速度 合成 图 ， 向 zx、> 轴 投 影 得 
一 au 一 一 an sin30" 一 aa cos30" 十 aa sin30" 一 au cos30” 


0= 一 a cos30" 十 a sin30" 十 aucos30" 十 au sin30” 





式 中 ,au 一 wj。， OA 一 80cm/s ,as 二 w? * OA 一 10cm/s? ， 
a =e* O,A=40ecm/s:, an =2w* v=20V3cm/s’ 
代入 解 得 杆 0,B 的 角 加 速度 es 为 





图 716 例 7-8 图 


再 研究 动 点 B， 动 系 固 连 于 滑 鸯 ESNHHu。 一 ze 十 we 和 aq 十 ae 一 ae 十 ae 作 卫 点 的 速 
度 和 加 速度 合成 图 如 图 7. 16(5)、e) 所 示 。B 点 绝对 速度 为 ~ 


Du = 0.B= /mys 


故 滑 枕 CD 的 速度 汶 、 


Sy 


~ cp 一 Te2 = 水 和 30=32. 5cm/s 
根据 B 点 的 加 速度 合成 图 ， 向 x 轴 投 影 得 
一 az cos30 "一 at sin30 "一 一 ao 
式 中 ,ai, 二 e， 0O,B= 二 65cm/s* ,as 二 w*，O;B= 二 18. 8cm/s*， 代 入 方程 中 得 
acn 一 de 一 65. 7cm/s’ 


讨论 : 

(1) 本 题 必须 应 用 二 次 速度 合成 定理 和 加 速度 合成 定理 才能 求 出 CD 的 速度 和 加 速度 。 

(2) 首先 分 析 动 点 A， 这 是 因为 动 点 A 与 曲柄 OA 贸 链 连接 无 相对 运动 关系 ， 而 相对 
摇 杆 O,B 有 运动 关系 ， 故 动 系 应 建立 在 O,B 上 。 又 由 于 动 系 作 定 轴 转动 ， 故 分 析 动 点 加 
速度 时 必须 考虑 科 氏 加 速度 。 

(3) 然后 分 析 动 点 B， 这 时 动 点 B 与 授 杆 OB 是 铵 链 连 接 ， 无 相对 运动 关系 ， 而 相对 
滑 桃 CD 有 运动 关系 ， 故 动 系 应 固 连 在 CD 上 。 又 由 于 动 系 作 平 动 . 故 分 析 动 点 加 速度 时 
不 必 考 虑 科 氏 加 速度 。 

【 例 7-9】 如 图 7.17(a) 所 示 ， 直 角 曲 杆 OBC 绕 O 轴 转 动 ， 使 套 在 其 上 的 小 环 M 沿 
固定 直 杆 OA 滑动。 已 知 0B==0. lm，OB 与 BC 科 直 ， 曲 杆 的 角速度 为 w 一 0. 5rad/s， 角 
加 速度 为 零 ， 图 示 瞬 时 pg 二 60"。 求 该 瞬时 小 环 M 的 速度 和 加 速度 。 
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图 7.17 例 7-9 图 


解 : 选择 小 环 M 为 动 点 ， 曲 杆 OBC 为 动 系 。 由 wv, 二 Vv. 十 v,, a 二 qt 十 qr 十 qr 作 MM 点 
速度 合成 图 和 加 速度 合成 图 如 图 7. 17(a)、(b) 所 示 。 由 速度 合成 图 可 知 动 点 M 的 绝对 速 
度 和 相对 速度 分 别 表示 为 

v=v.tang=OM * wtang=0.2X0.5x tan60" 一 0 173m/s 
ur 一 ze/cosp 一 OM。w/cosp 一 0.2X0. 5/cdst0vs 0. 2m/s 
由 加 速度 合成 图 ， 列 a 方向 的 投影 方程 , 可 得 。 下 
ascosp——ar og Tar 
其 中 , as 二 OM * w==0.2X0.5’ 二 0.05m/s1 和 产 2w 一 2X0.5X0.2 一 0.2m/s， 代 人 
后 可 解 得 小 环 M 的 加 速度 We 
\ MAO. 35m/s’ i 

【 例 7-10】 图 7. 18(a) 所 示 的 半径 为 7 的 两 圆 相交 加 .01 固定 ， 圆 O 绕 其 圆周 上 的 
一 点 A 以 匀 角 速度 w 转动 , 求 当 A、O、0 三 点 位 种 同一 直线 时 ,两 圆 交点 M 的 速度 和 
加 速度 。 > 和 Dh 








图 7.18 例 7-10 图 
解 : 选择 两 圆 交点 M 为 动 点 ， 圆 O 为 动 系 。 由 v, 二 v. 十 2.,， a 十 a 














作 M 点 速度 合成 图 和 加 速度 合成 图 ， 如 图 7. 18(a) 、(b) 所 示 。 
由 速度 合成 图 ， 交 点 M 的 绝对 速度 和 相对 速度 分 别 为 


v, =v.tan30" =V/3r * wtan30°=rw 











Vr:=2v,=2rw 
由 加 速度 合成 图 ， 列 a 方向 的 投影 方程 有 


arcos60°+aicos30°=axr —a?—a’cos30" 












ILL el lel 
和 


式 中 ， 














也 ; » na 
Fy rw:, ax=2w. * v=2w* 2rw=4rw:, a? drw’: , a’ 一 V37ow? 


通过 以 上 几 个 实例 计算 ,可 以 总 结 出 求解 点 的 加 速度 合成 定理 的 解 题 步 又 。 

(1) 动 点 与 动 系 的 选取 基本 与 速度 合成 定理 相同 ， 即 要 便于 分 析 几 种 运动 ， 能 判断 出 
绝 大 多 数 加 速度 的 方向 。 

(2) 正确 画 出 加 速度 矢量 图 是 求解 问题 的 关键 。 而 动 点 的 绝对 运动 和 相对 运动 都 可 能 
是 曲线 运动 ， 它 们 的 加 速度 可 以 分 为 切 向 和 法 向 两 个 矢量 ， pe li 运动 
为 常见 。 

(3) 如 果 动 系 存在 转动 角速度 ， 必须 于 记 加 速度 合成 定 导 让 科 攻 加 速度 这 项， 一 
2@. Xv,， 其 中 必须 用 到 相对 速度 ， 所 以 分 析 加 速度 之 前 需 要 对 速度 进行 分 析 。 

(4) 加 速度 分 析 一 般 只 需求 一 个 未 知 数 ， 所 以 二 以 把 加 速度 矢量 等 式 在 某 一 个 方向 投 
影 。 选 取 的 投影 方向 垂直 于 未 知 的 加 速度 ， -从 而 可 以 在 方程 中 只 有 一 个 待 求 的 未 知 量 ， 不 
用 求 的 未 知 量 不 出 现在 标量 等 式 中 ， 使 计算 简单 。 

(5) 加 速度 合成 定理 中 项 数 多 ， -不 再 是 简单 的 平行 四 边 形 ， 列 标量 等 式 时 需要 注意 矢 
其 方向 与 正 负 号 的 关系 ， 左边 只 有 绝对 加 速度 ， 人 的 到、 计算 结果 出 现 负 号 表 
未 实际 指向 或 转向 与 假设 的 相反 : 


























小 \ 结 ， \ 


物体 作 复 妆 运动 时 ， 相 对 于 不 同 参考 系 的 运动 性 质 是 不 同 的 。 在 此 着 重 研究 动 点 相对 于 
不 同 参考 系 的 运动 ， 并 分 析 动 点 相对 于 不 同 参考 系 运动 之 间 的 关系 ， 以 及 某 一 瞬时 动 点 的 速 
度 和 加 速度 合成 的 规律 。 研 究 点 的 合成 运动 的 主要 问题 是 如 何 由 已 知 动 点 的 相对 运动 与 牵连 
运动 求 绝对 运动 ; 或 者 如 何 将 已 知 动 点 的 绝对 运动 分 解 为 点 的 相对 运动 与 牵连 运动 。 
(1) 点 的 合成 运动 的 基本 概念 。 正 确 理解 研究 对 象 ( 动 点 )、 两 种 坐标 ( 定 坐 标 系 和 动 
坐标 系 )、 三 种 运动 (绝对 运动 、 相 对 运动 、 牵 连 运动 ) 及 其 速度 和 加 速度 等 基本 概念 。 
(2) 速度 合成 定理 。 每 一 瞬时 ， 动 点 的 绝对 速度 等 于 其 牵连 速度 与 相对 速度 的 矢量 和 ， 即 
了 一 了 十 wr 
这 个 定理 对 任何 形式 的 牵连 运动 都 适用 。 
(3) 牵连 运动 为 平移 时 的 加 速度 合成 定理 。 当 牵连 运动 为 平移 时 ， 动 点 的 绝对 加 速度 
等 于 其 牵连 加 速度 与 相对 加 速度 的 矢量 和 ， 即 
qa,=a.Tar 
(4) 牵连 运动 为 转动 时 的 加 速度 合成 定理 。 当 牵连 运动 为 转动 时 . 动 点 的 绝对 加 速度 
等 于 其 牵连 加 速度 、 相 对 加 速度 和 科 氏 加 速度 的 矢量 和 ， 即 
Q, 一 ae 十 a, 十 ak 
科 氏 加 速度 是 当 牵 连 运 动 为 转动 时 ,牵连 运动 与 相对 运动 相互 影响 而 出 现 的 一 项 附加 
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的 加 速度 。 
Qk —=20. Xv 

当 动 参考 系 作 平 动 ， 或 v, 二 0, 或 w.// v, 时 ， 科 氏 加 速度 等 于 零 。 

需 强调 指出 的 是 : 牵连 速度 、 牵 连 加 速度 指 的 是 某 瞬 时 动 参考 系 上 与 动 点 重合 的 点 的 
速度 和 加 速度 。 在 解决 具体 问题 时 ， 要 正确 选取 动 点 、 动 系 ， 分 析 三 种 运动 ， 正 确 画 出 速 
度 矢量 图 及 加 速度 矢量 图 。 动 系 是 建立 在 刚体 上 的 。 选 择 动 系 的 原则 有 两 条 : 一 是 动 点 相 
对 于 动 系 有 相对 运动 关系 ,二 是 相对 运动 简单 明了 。 求 速度 通常 采用 几何 法 求解 ， 而 求 加 
速度 通常 采用 解析 法 。 





























习 题 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “、/”， 错 误 的 打 “X”) 


点 的 速度 和 加 速度 合成 定理 建立 了 两 个 不 同 物体 让 人 点 之 间 的 速度 和 加 速度 之 间 








二 , 六 + ( 
i ( ) 

. 应 用 速度 合 成 定理 ， 在 选取 动 点 和 动 系 时 、 若 动 点 是 某 刚体 上 的 一 点 ， 则 动 系 不 
li 《 了 
4. 从 地 天上 的 大半 和 月 下台 ¢ 3 
合成 运动 中 ， 当 牵连 运动 为 转动 时 ， 科 氏 加 速度 所 定 不 为 零 。 ( ) 


6. Rn 有 改变 了 相对 速度 的 方向 而 产生 的 加 速度 。 ( ) 
7. 在 图 7. 19 中 ， 动 点 M 以 常 速度 v， 相对 加 枚 春 圆 盘 直径 上 运动 ， 圆 盘 以 匀 角 速度 w 
绕 定 轴 O 转动 ， 则 无 论 动 点 运动 到 圆 盘 上 的 什 公 位 置 ， 其 科 氏 加 速度 都 相等 。 ( ) 


点 运 
二 、 填空 题 | “1 


1. 已 知 DSGi 十 3j 十 4E，w, 二 6i 一 3k， 则 a4 二 计 十 大 

















2. 在 图 7. 20 中 ， 两 个 机 构 的 斜 杆 绕 O; 的 角速度 均 为 ww，O4O: 的 距离 为 (， 斜 杆 与 
竖 直 方向 的 夹 角 为 0， 则 图 7. 20(a) 中 直 杆 的 角速度 ww 一 ， 图 7.20(b) 中 直 杆 的 角 
速度 w 一 





图 7.19 题 一 (7) 图 图 7.20 题 二 (2) 图 


. 科 氏 加 速度 为 零 的 条 件 有 、 和 


oo 
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4. 绝对 运动 和 相对 运动 是 指 的 运动 ， 而 牵连 运 
动 是 指 的 运动 。 牵 连 点 是 指 ， 相 应 的 牵连 
速度 和 加 速度 是 指 的 速度 和 加 速度 。 

5. 如 图 7. 21 所 示 的 系统 ， 以 Ax'y' 为 动 参考 系 ，Ax 总 
在 水 平 轴 上 运动 ，AB=!， 则 点 B 的 相对 轨迹 是 ， 车 
9 二 kt (k 为 常量 )， 点 B 的 相对 速度 为 ， 相 对 加 速度 
为 











包 当 成 的 绝对 运动 要 迹 和 相对 运动 轨迹 都 是 曲线 时 , 牵 上 yi 前 
连 运动 是 直线 平 动 时 的 加 速度 合成 定理 的 表达 式 是 











牵连 运动 是 曲线 平 动 时 的 加 速度 合成 定理 的 表达 式 是 ; 牵连 运动 是 转动 时 的 加 速 
度 合成 定理 的 表达 式 是 y 
三 、 选 择 题 \ 
1. 点 的 速度 合成 定理 vw, 二 wv, 十 v, 适 用 的 条 件 是 ( 
A. 牵连 运动 只 能 是 平 动 B. 牵连 运动 只 :能 是 转动 
C. 各 种 牵连 运动 都 适用 D. 牵连 运动 为 0 


2， 如 图 7. 22 所 示 ， 半 径 为 R 的 圆 轮 以 与 角速度 w 作 纯 滚动 ， 带 动 杆 AB 作 定 轴 转动 
DD 是 轮 与 杆 的 接触 点 。 若 取 轮 心 C 为 动 点 \\ 村 :BA 为 动 坐标 ， 则 动 点 的 牵连 速度 为 ( 。 )。 
A. v. 二 BD， wns， 方 向 于 WB]B. 一 R。w， 方 向 垂直 于 EB 
C. 办 一 BC， wy， 方向 型 验 于 BC D. v=R 和 BA 
3. 在 如 图 7. 23 所 示 的 平面 机 构 中 ，OO, =2r, OA ， 杆 OA 以 匀 角 速度 w, 转 动 。 
车 取 滑 块 A 为 动 点 ，Oi 召 为 动 坐标 ， 则 当 8 一 ( “六 时 * 动 点 的 说 连 法 向 加 玉 度 为 
A. 0° 7 jB30° Ca bo D. 90° 















图 7.22 题 三 (2) 图 图 7.23 题 三 (3) 图 


4. 图 7.24 中 直角 弯 管 OAB 在 平面 内 以 匀 角 速度 w 绕 点 O 转动 ， 动 点 M 以 相对 速度 
v, 沿 弯 管 运动 ， 图 示 瞬 时 OA 一 AM 一 5， 则 动 点 的 牵连 加 速度 大 小 a. 二 ( )， 科 氏 加 速 
度 大 小 a: 二 ( 

A. bow’ B. V2bw’ C. 2wv, D. 4wv: 

5. 如 图 7. 25 所 示 ， 小 车 以 速度 w 沿 直线 运动 ， 车 上 一 轮 以 角速度 w 转动 ， 若 以 轮 缘 

上 一 点 M 为 动 点 ， 和 车厢 为 动 坐标 ， 则 M 点 的 科 氏 加 速度 的 大 小 为 ( ) 。 
A. 2wv B. 2wvcosa C0 D. wv 
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图 7.25 题 三 (5) 图 
， 则 在 任 一 瞬时 下 述说 法 正确 的 是 (  )。 





A. 车 r 关 0，v.= 二 0， 则 必 有 ws 王 0 
B. 车 r 关 0， a.= 二 0， 则 必 有 a= 二 0 
C. 车 w. 隆 0， wv 二 0， 则 必 有 a 二 0 
D. 车 w. 隆 0， vw 了 关 0， 则 必 有 ax 关 0 
四 、 计 算 题 
1. 如 图 7. 26 所 示 ， 记 录 笔 M 固定 沿 y 轴 送 动 , 运动 方程 为 yacos(kt 十 pg)，xy 平 
面 内 的 记录 纸 以 等 速度 v 沿 x 轴 负 向 运动 ， 来 记录 笔 M 在 记录 纸 上 所 面 出 的 墨迹 形状 。 
2. 如 图 7. 27 所 示 ， 半 径 为 R 的 大 圆 环 ， 在 自身 平面 中 以 等 角速度 w 绕 A 轴 转 动 ， 并 
带动 一 小 环 M 沿 固定 的 直 杆 A 滑动 ` 试 求 图 示 位 置 小 环 RMT 的 速度 。 


了 ~ 





图 7.26 题 四 (1) 图 图 7.27 题 四 (2) 图 


3. 如 图 7. 28 所 示 的 两 种 滑 道 揪 杆 机 构 ， 已 知 两 平行 轴 距 离 010; 二 20cm， 在 某 瞬 时 
0 二 20”"，g 二 30”, wi 二 6rad/s， 分 别 求 两 种 机 构 中 的 角速度 ws 。 





(a) {b) 
图 7.28 题 四 (3) 图 
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4. 如 图 7. 29 所 示 的 机 构 ， 推 杆 AB 以 速度 v 向 右 和 运动 ， 借 套 简 召 使 OC 绕 O 点 转动 。 
已 知 g 二 60"，OC 二 1， 试 求 当 机 构 在 图 示 位 置 时 ，(1) 杆 OC 的 角速度 和 杆 OC 端点 C 的 速 
度 大 小 ; (2) 动 点 B 的 科 氏 加 速度 。 

5. 如 图 7. 30 所 示 的 曲柄 滑 道 机 构 中 ,曲柄 长 0A 二 10cm， 以 匀 角 速 o 王 20rad/s 绕 O 
轴 转 动 ， 通 过 滑 块 A 使 杆 BCE (BC_| DE) 作 往复 运动 。 求 当 曲 柄 与 水 平 线 的 交角 g 分 别 为 
0"、30"、90" 时 杆 BCE 的 速度 和 加 速度 。 








图 7.29 题 四 (4) 图 “图 7.30 题 四 (5) 图 


6. 如 图 7. 31 所 示 ， 具有 圆 弧 形 滑 道 的 曲柄 滑 道 机构 过 用 来 使 滑 道 BC 获得 间隙 的 往 
复 运 动 。 已 知 曲柄 以 "一 120ryiin 转速 匀速 转动 ， 已 知 OA=7=100mm; 求 当 8 一 30" 时 滑 
道 BC 的 速度 和 加 速度 。 yal 

7. 如 图 7. 32 所 示 的 镑 接 四 边 形 机 构 中 , OM =GB=100mm，010,=AB， 且 杆 O01A 
以 匀 角 速度 w= 二 2rad/$ 绕 O 轴 转动 。 杆 AB 十 有 有 二 个 套 简 C， 此 套 简 与 杆 CD 相 铵 接 ， 机 
构 中 的 各 部 件 都 在 同 二 铬 垂 面 内 。 求 当 pg 二 69 时 杆 CD 的 速度 和 加 速度 。 





图 7.31 题 四 (6) 图 图 7.32 题 四 (7) 图 


8. 平板 及 在 图 7. 33 所 示 平面 内 可 绕 垂直 于 图 面 的 O 〇 轴 转 动 ， 其 转动 角速度 为 a， 角 
加 速度 为 s。 平 板 上 刻 有 半径 为 的 圆 槽 . 今 有 一 小 球 M 在 槽 内 以 速度 w 相对 平板 作 匀 速 
运动 ， 求 小 球 M 的 绝对 加 速度 。 
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9. 凸轮 推 杆 机 构 如 图 7. 34 所 示 。 已 知 偏心 圆 轮 的 偏心 
距 OC 一 <， 半 径 "一 V3e， 若 凸轮 以 匀 角 速度 w 绕 轴 O 作 逆 
时 针 转 动 ， 且 推 杆 AB 的 延长 线 通过 轴 O,， 求 当 OC 与 CA 
垂直 时 杆 AB 的 速度 。 

10. 半圆 形 凸 轮 如 图 7. 35 所 示 ， 沿 倾角 为 8 一 30" 的 斜 
面 运动 ,带动 杆 OA 绕 O 轴 摆 动 , 已 知 尽 = 10cm，OA 一 
20cm， 在 图 示 位 置 时 ，OA 与 水 平 夹 角 0 一 30"，9 一 60"， 凸 
轮 速度 ww 一 60cm/s， 加 速度 的 大 小 为 0， 试 求 该 瞬时 杆 OA 
的 角速度 和 角 加 速度 。 








图 7.34 题 四 (9) 图 图 7 对 “ 题 四 (10) 图 


11. 如 图 7. 36 所 示 * 旧 柄 OA 长 0. 4cm， 以 等 角速度 w=0. 5rad/s 绕 O 轴 逆 时 针 转 向 
转动 ， 水 平板 B 与 滑 杆 C | 相连。 由 曲柄 的 .A 端 推动 水 平板 B， 而 使 滑 杆 C 沿 铅 直方 向 上 
升 。 求 当 曲 柄 与 水 平 线 的 夹 角 0 一 30" 时 .请 古 -C 的 速度 和 加 速度 。 

12， 如 图 7,3D 所 示 ， 直 角 曲 杆 OBC 绕 O 轴 转 动 ， 使 套 在 其 上 的 小 环 M 沿 周 定 直 杆 
OA 滑动 。 已 知 0B==0.1m，0B 与 BC 垂直 ， 曲 杆 的 角速度 w 一 0. 5rad/s， 角 加 速度 为 零 ， 
求 当 gq 二 60°" 时 ,小 环 M 的 速度 和 加 速度 。 

13. 如 图 7. 38 所 示 ， 设 摇 杆 滑 道 机 构 的 曲柄 长 0A 二 r+， 以 转速 nn 绕 O 轴 转 动 。 已 知 
图 示 位 置 时 ，OA=AB=2r， 并 且 O4AO,=x，~O,BC=B8， 试 求 BC 杆 的 速度 。 

















图 7.36 题 四 (11) 图 图 7.37 题 四 (12) 图 图 7.38 题 四 (13) 图 
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14. 如 图 7. 39 所 示 ， 弯 成 直角 的 曲 杆 OAB 以 w= 常数 ， 绕 O 点 逆 时 针 转 动 。 在 曲柄 
的 AB 段 装 有 滑 简 C. 滑 简 又 与 铝 直 杆 DC 铵 接 于 点 C, 点 O 于 DC 位 于 同一 铅 垂 线 上 ， 
设 曲柄 的 OA 段 长 为 r, 求 当 g= 二 30" 时 ， 杆 DC 的 速度 和 加 速度 。 

15. 如 图 7. 40 所 示 ， 大 圆 环 的 半径 尺 二 200mm， 在 其 自身 平面 内 以 匀 角 速度 w= 
lrad/s 绕 轴 O 以 顺 时 针 方向 转动 ， 小 圆 环 A 套 在 固定 立柱 BD 及 大 圆 环 上 。 当 二 AOO, 一 
60" 时 ， 半 径 OO, 与 立柱 BD 平行, 求 此 瞬时 小 圆 环 A 的 绝对 速度 和 绝对 加 速度 。 



























































图 7.39 题 四 (14) 图 .下 图 7.40 题 四 (15) 图 
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第 8 襄 
刚体 平面 运动 概述 
运动 分 解 


鲜 - 本 率 郊 学 要 点 
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相关 知识 





刚体 平面 运动 分 解 


掌握 平面 运动 分 解 的 物理 总 闫 


点 的 合成 运动 





求 平面 图 形 上 各 点 的 速度 


掌握 求 各 点 速度 的 三 种 方法 


点 的 速度 合成 定理 





求 平 面 图 形 上 各 点 的 加 速度 





掌握 用 基点 


法 汪 加 速度 的 方法 





点 的 加 速度 合成 定理 





其 有 亲人 


刚体 的 平面 运动 是 工程 中 ， 特 别 是 平面 机 构 中 常见 的 一 种 运动 。 刚 体 的 平面 运动 是 
一 种 较为 复杂 的 运动 形式 。 下 图 所 示 的 在 水 平 轨道 上 作 纯 滚动 的 车 轮 的 运动 、 发 动机 中 
曲柄 连 杆 机 构 中 连 杆 的 运动 、 飞 机 起 落架 中 连 杆 的 运动 、 公 共 汽 车 车 门 启 闭 机 构 中 连 杆 
的 运动 、 曲 柄 摇 杆 机 构 中 播 杆 的 运动 、 双 曲柄 机 构 中 连 杆 的 运动 等 都 是 平面 运动 。 本 章 
根据 平面 运动 的 概念 ， 首 先 可 将 刚体 的 平面 运动 简化 为 一 个 平面 图 形 在 自身 所 在 的 固定 
平面 内 的 运动 ; 其 次 根据 平面 图 形 的 位 置 可 由 平面 图 形 内 任 一 直线 的 位 置 来 确定 的 原 
则 ， 得 到 刚体 平面 运动 方程 ; 最 后 通过 运动 分 解 的 方法 把 平面 运动 分 解 为 两 种 基本 运 
动 一 一 平 动 和 转动 ， 并 应 用 点 的 合成 运动 的 概念 对 平面 运动 刚体 上 各 点 进行 速度 和 加 速 
度 分 析 。 4 





沼 直线 轨 遵 滚动 的 牢 轮 前 柄 连 杆 机 构 


| 


公共 汽车 车 门 启 闭 机 构 





曲柄 摇 杆 机 构 双 曲 柄 机 构 
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8.1 平面 运动 概述 


前 面 讨论 了 刚体 的 平 动 和 定 轴 转动 ， 它们 是 较 常 见 的 、 简 单 的 刚体 运动 。 在 此 基础 
上 ， 将 进一步 研究 刚体 比较 复杂 的 一 种 运动 一 一 刚体 的 平面 运动 。 刚 体 的 平面 运动 是 工程 
机 械 中 较为 常见 的 一 种 刚体 运动 ， 它 可 看 做 平 动 和 转动 的 合成 。 

8. 1. 1 刚体 平面 运动 的 特征 

刚体 的 平面 运动 是 一 种 比 平 动 和 定 轴 转动 更 为 复杂 的 运动 ， 如 图 8. 1 所 示 的 行星 轮 
0, 绕 固定 轮 O 的 滚动 ， 图 8. 2 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 中 连 杆 AB 的 运动 等 ， 这 些 刚体 的 运动 
既 不 是 平 动 ， 又 不 是 定 轴 转 动 ， 但 它们 的 运动 有 一 个 共同 特征 即 刚体 在 运动 过 程 中 ， 其 
上 任 一 点 与 某 一 固定 平面 的 距离 始终 保持 不 变 。 这 种 运动 称 汶 刚体 的 平面 运动 。 























图 8.1 行星 轮 滚动 图 .8:2 曲柄 连 杆 机 构 


8.1.2 刚体 平面 运动 的 简化 


设 图 8. 3 讳 的 平面 工 为 固定 平面 ， 作 平面 下 平行 于 平面 ， 且 与 刚体 相交 成 一 平面 图 

形 S。 根 据 平面 运动 的 定义 可 知 ， 在 刚体 运动 过 程 中 ， 此 平面 图 形 必 在 平面 有 内 运动 。 在 
刚体 内 任 取 一 条 垂直 于 平面 图 形 S 的 直线 A, A。， 
它 与 平面 图 形 S 的 交点 为 A。 显 然 ， 刚 体 运动 时 ， 
直线 AA, 始 终 垂直 于 平面 下 ， 即 A, A, 作 平 动 。 直 
线 A,A, 上 各 点 的 运动 轨迹 、 速 度 和 加 速度 完全 
同 . 点 A 的 运动 代表 了 A,A; 上 所 有 各 点 的 运动 。 
同 理 。 通 过 平面 图 形 S 的 其 他 点 也 可 作 垂 直 于 习 
面 图 形 的 直线 ， 直 线 与 平面 图 形 交点 的 运动 代表 
丙 生 二 测 二 而 训 友 了 该 直线 上 所 有 各 点 的 运动 。 过 平面 图 形 S 作 无 

数 条 垂 线 ， 这 无 数 条 垂 线 与 平面 图 形 有 无 数 个 交 

点 ， 这 无 数 个 交点 的 运动 代表 了 无 数 条 直线 的 运动 。 这样， 平面 图 形 S 内 各 点 的 运动 即 代 
表 整 个 刚体 的 运动 。 于 是 刚体 的 平面 运动 ， 可 简化 为 平面 图 形 在 其 自身 平面 内 的 运动 。 


8. 1.3 刚体 平面 运动 方程 
图 8. 4 所 示 为 一 平面 图 形 在 其 自身 平面 Oxy 平面 上 的 运动 。 要 确定 平面 图 形 ( 刚 体 ) 
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的 位 置 ， 只 需 确定 其 中 任 一 直线 O'M 的 位 置 。 而 要 确定 此 直线 在 平面 Oxy 的 位 置 ， 只 需 
确定 点 O' 的 位 置 和 夹 角 g 即 可 。 显 然 ， 当 平面 图 形 在 自身 
平面 内 运动 时 ， 点 O 的 位 置 和 夹 角 yp 随时 间 而 变化 ， 是 时 
间 :的 单 值 连续 函数 ， 即 





一 户 (D) 
yo' 一 户 (b) (B= 
9g=f3(t) 





式 (8 -1) 称 为 刚体 平面 运动 方程 。 可 以 确定 任 一 瞬时 
平面 图 形 的 位 置 ， 从 而 确定 平面 图 形 的 运动 规律 。 

如 果 图 形 中 点 O' 辕 定 不 动 ， 则 平面 图 形 的 运动 是 绕 基点 @' 作 定 轴 转 动 ; 如 果 线 自 
O'M 的 方位 不 变 ， 则 平面 图 形 作 平 动 。 由 此 可 见 ， 刚体 的 水 而 运动 可 以 看 做 随 基点 O 的 
平 动 和 绕 基 点 O 的 转动 的 合成 。 


8.1.4 平面 运动 的 分 解 


设 有 平面 图 形 S 在 其 自 身 平面 内 作 平面 运动 在 图 形 S 内 任 取 两 点 A 和 B， 则 连 
线 AB 的 位 置 可 代表 平面 图 形 的 位 置 。 " 设 平面 图 形 S 在 Ar 时 间 内 从 位 置 工 运动 到 位 
置 开 ， 其 内 的 直线 由 位 置 AB 移 到 信 B' 汪 可 将 直线 AB 位 置 的 变化 分 成 两 步 来 完成 。 
ee 直线 AB 随 着 点 A 的 运动 轨迹 平 行 移动 到 位 置 芍 ' B"， 然 后 再 绕 点 A' 转 动 到 
， 其 转 过 的 角度 为 Ag> 直线 AB 位 告 的 变化 也 可 以 选用 # 点 B 作 为 基点 来 分 析 ， 
oo AB 随 着 点 沼 ay gy 然后 再 绕 点 B' 转 到 位 置 A'B'， 
其 转 过 的 角度 仍 为 Ay。 从 下 面 的 分 析 可 知 ,、 “平面 运动 可 以 分 解 为 随 基 点 的 平 动 和 线 
基点 的 转动 。 “人 EK > 
如 果 在 某 基 点 (如 图 8.5 所 示 的 点 A) 五 建立 一 平 动 的 坐标 系 Az'y' ， 即 动 坐标 系 的 坐 
4 标 轴 永 远 保 持原 来 的 方位 ， 则 在 动 坐标 系 中 
观察 到 的 运动 是 A'B" 转 到 A'B'。 因 此 ， 从 
合 运 动 的 观点 来 看 ， 刚 体 的 平面 运动 可 分 
解 为 牵连 运动 为 平 动 ( 动 系 为 平 动 ) 和 相对 运 
动 为 转动 的 合成 运动 。 由 图 8.5 可 知 ， 选 不 
同 的 基点 A 和 B， 则 平 动 的 位 移 AA' 和 BB' 
显然 不 同 ， 因 而 平 动 的 速度 和 加 速度 也 不 相 
同 ; 但 对 于 绕 不 同 基点 转 过 的 角 位 移 的 大 小 
和 转向 总 是 相同 的 ,于 是 .转动 的 角速度 和 
图 8.5 平面 运动 的 分 解 角 加 速度 也 相同 。 由 此 可 知 , 平面 运动 中 平 
动 部 分 与 基点 位 置 的 选择 有 关 ， 而 转动 部 分 
却 与 基点 位 置 的 选择 无 关 。 这 里 的 角速度 和 角 加 速度 是 相对 于 各 基点 处 的 平 动 参考 系 而 言 
的 。 平面图 形 对 于 各 平 动 参考 系 (包括 固定 参考 系 )， 其 转动 运动 都 是 一 样 的 ， 角 速度 、 角 
加 速度 都 是 相同 的 ， 无 须 标明 绕 哪 一 点 转动 或 选 哪 一 点 为 基点 。 


8.4 刚体 平面 运动 
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8.2 用 基点 法 求 平面 图 形 内 各 点 的 速度 


8.2. 1 用 基点 法 求 平面 图 形 内 一 点 的 速度 


若 已 知 某 瞬时 平面 图 形 上 点 O' 的 速度 wo 和 转动 的 角速度 ww， 如 图 8. 6 所 示 。 现 求 平 
面 图 形 上 任 一 点 M 的 速度 vw。 由 8.1 节 可 知 ,平面 图 形 的 运动 可 以 看 做 随 基 点 O 的 平 动 
(牵连 运动 ) 和 绕 基 点 O 的 转动 (相对 运动 ) 的 合成 。 因 此 ， 可 用 点 的 速度 合成 定理 求 点 M 
的 速度 ， 即 




















VM= Vo 二 Vuo' (8—2) 
即 刚体 在 平面 运动 时 ,平面 图 形 内 任 一 点 M 的 速度 ww 等 于 基点 O 的 速度 wo 与 该 点 M 绕 
基点 转动 的 速度 wwo' 的 矢量 和 。 式 (8 -2) 中 的 三 种 速度 ,每 种 速度 都 有 大 小 和 方向 两 个 
量 ,一 共有 六 个 量 ， 只 要 知道 其 中 任意 四 个 量 ， 可 以 求 出 另外 两 个 量 。 

【 例 8-1】 如 图 8.7 所 示 , 杆 AB 长 为 /， 其 从 端 沿 未 平 轨道 运动 ，B 端 沿 铅 直 轨道 
运动 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 AB 司 全 加 各 成天 角 级 冷 端 上 共有 向 右 的 速度 va。， 求 此 瞬时 B 端的 
速度 及 杆 AB 的 角速度 。 

解 : 杆 AB 作 平 面 运 动 ， 以 A 为 基 息 分 析 点 B 的 速度 ， 夯 出 点 B 的 速度 合成 图 ， 如 
图 8.7 所 示 。 避 














图 8.6 用 基点 法 求 图 8.7 例 8-1 图 
平面 图 形 内 一 点 的 速度 
由 速度 合成 图 可 知 
vp—=va * tang 
va =vA/cosp 


故 杆 AB 的 角速度 为 





VA 了 WA 
CBA 一 








BA lcosp 
【 例 8-2】 如 图 8.8 所 示 的 行星 轮 系 中 . 已 知 大 齿轮 | 固定 ， 半 径 为 六 ;行星 齿轮 了 
沿 轮 工 只 滚动 而 不 滑动 ， 半 径 为 r:， 系 杆 OA 的 角速度 为 a,。 试 求 轮 卫 的 角速度 wu 及 其 
上 B、C 两 点 的 速度 。 
解 : 轮 下 作 平面 运动 其 上 A 点 的 速度 大 小 为 
VA=w *° OA=wo * (ritr;) 
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以 A 为 基点 ,分别 分 析 三 点 B、C、D 的 速度 ,分 别 画 
出 速度 合成 图 ， 由 于 轮 人 上 DD 点 不 滑动 ， 故 wp 一 0， 而 
vp= VAT vm 
故 由 点 DD 的 速度 合成 图 ， 可 知 


vpA =vA=w * (nitr:) 


























Von wo * (ni 二 rr,) 
WI 二 一 二 一 一 一 一 一 一 
rs rs 


由 vs 二 v4 十 vmm， 可 知 
7 2 wo (ri 十 rz)》 
w= /RT = on tr Ft |] 


=V2wo (ri 十 疡 ) 
由 vc 二 v4 十 vm， 可 知 于 图 8.8 例 8-2 图 
wo (ri 十 疡 ) 


rs 














。 户 会 20u (ri 十 72) 








vc =vA 十 Vea 三 wo (ri 十 rs) 十 


8. 2. 2 速度 投影 定理 


速度 投影 定理 ， 刚体 上 任意 两 点 M 和 人 前 速度 在 此 两 点 连 线 上 的 投影 彼此 相等 ， 即 
[ujow SEvo Jou (8-3) 
证 明 忆 如 图 8.9 所 示 ， 以 O 为 基点 分 析 动 点 M 的 速度 ， 
由 速度 众 成 定理 ， 可 得 半 
YA VHF VY + Vo 
将 上 式 投影 到 直线 .O'M 洲 ;有 
Loh los = [v0 Jowt [vwo Jow 
由 于 vo 守 OM， 可 知 [vwo Jom 二 0， 代入 上 式 ， 可 得 
[ww]ow 三 [oo Jom 
这 个 定理 不 但 适用 于 刚体 的 平面 运动 ,而且 适用 于 刚体 
图 8.9 速度 投影 定理 ”的 任何 运动 ， 它 反映 了 刚体 上 任意 两 点 问 距 离 保 持 不 变 的 
特征 。 





8.3 用 瞬 心 法 求 平面 图 形 内 各 点 的 速度 


8. 3. 1 平面 图 形 上 速度 瞬 心 


在 某 瞬 时 ， 平 面 图 形 内 速度 等 于 零 的 点 称 为 速度 瞬 心 。 下 面 应 用 基点 法 求 平 面 图 形 上 
的 速度 瞬 心 。 如 图 8. 10 所 示 的 刚体 作 平 面 运动 ， 假 设 其 内 一 点 A 的 速度 为 wa， 刚体 平面 
运动 的 角速度 大 小 为 mw， 转 动 方向 为 道 时 针 。 过 点 A 作 wA 的 垂 线 AC。 以 A 为 基点 分 析 点 
C 的 速度 ， 由 速度 合成 定理 有 





uc 一 VA 十 wen (8 一 4) 
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当 va 二 w* AC=wa， 即 AC= 全 时 ， 点 C 的 速 


度 大 小 等 于 零 。 所 以 点 C 为 图 示 平 面 图 形 的 速度 
瞬 心 。 
一 般 情况 ， 在 每 一 瞬时 ,平面 图 形 上 都 唯一 地 
存在 一 个 速度 为 零 的 点 。 
如 果 取 速度 瞬 心 C 为 基点 ， 由 式 (8- 2) 可 知 ， 
此 瞬时 图 形 上 任 一 点 的 速度 就 等 于 该 点 随 图 形 绕 点 


可 C 转动 的 速度 。 如 图 8. 11(a) 所 示 ， 点 A、B、D 的 
图 8. 10 刚体 作 平面 运动 速度 天 小 为 










































vA=AC* w, vs=BC*w, vp=DC*w 





® XXGS Sb 
图 -8.11 刚体 作 平面 运动 速度 眶 心 


由 此 可 见 ， 图 形 内 各 点 速度 的 大 小 与 该 点 到 速度 瞬 心 的 距离 成 正比 ， 任 一 点 速度 的 方 
向 垂直 于 该 点 与 速度 瞬 心 的 连 线 ， 指 向 与 图 形 的 转动 方向 一 致 。 这 样 某 瞬 时 平面 图 形 上 各 
点 速度 的 分 布 情况 与 图 形 绕 定 轴 和 转动 时 各 点 速度 的 分 布 情况 相似 ， 如 图 8. 11(b) 所 示 。 于 
是 ， 平 面 图形 的 运动 可 以 看 做 绕 速度 瞬 心 的 瞬时 转动 。 

应 该 注意 ， 速 度 瞬 心 可 以 在 平面 图 形 内 ， 也 可 以 在 图 形 以 外 ， 且 它 的 位 置 是 随时 间 变 
化 的 。 在 不 同 的 瞬时 ,平面 图 形 具 有 不 同 的 速度 瞬 心 。 

利用 速度 瞬 心 求解 平面 图 形 上 点 的 速度 的 方法 ， 称 为 速度 瞬 心 法 。 此 方法 在 求 平面 图 
形 上 任 一 点 的 速度 时 非常 方便 。 应 用 此 法 的 关键 在 于 如 何 确定 速度 瞬 心 的 位 置 。 下 面 讨论 
几 种 按 不 同 的 已 知 运动 条 件 ， 确 定 速 度 瞬 心 位 置 的 方法 。 


8. 3. 2 平面 图 形 上 速度 瞬 心 的 求法 


图 8. 12 给 出 了 各 种 条 件 下 速度 瞬 心 的 求法 。 图 8. 12(a) 中 点 A 和 B 的 速度 分 别 为 wa 
和 wa， 分 别 过 点 A 和 B 作 ws 和 ws 的 垂 线 ， 其 交点 卫 为 刚体 的 速度 瞬 心 。 图 8. 12(b) 中 A 
和 B 的 速度 分 别 为 ws、wa， 其 中 速度 ws 和 vs 垂直 于 直线 AB， wv 和 ws 速度 矢 端 连 线 与 
AB 的 交点 P 为 刚体 的 速度 瞬 心 。 图 8. 12(c) 中 点 A 和 B 的 速度 分 别 为 ws 、ws ， 其 中 速度 
v4 和 ws 垂直 于 直线 AB，, ws 和 ws 速度 矢 端 连 线 与 AB 的 延长 线 的 交点 了 为 刚体 的 速度 瞬 
心 。 图 8. 12(d) 中 圆 盘 在 地 面 上 作 纯 滚动 ， 由 于 轮 与 地 面 无 相对 滑动 ， 故 轮 与 地 面 的 接触 
点 卫 即 为 轮 的 速度 瞬 心 。 

在 某 瞬 时 ， 如 果 平 面 图 形 内 各 点 的 速度 相等 ， 称 此 时 刚体 作 瞬 时 平移 。 如 图 8. 13(a) 




























































图 8. 12 平面 图形 上 速度 瞬 心 的 求法 


所 示 的 刚体 的 平面 运动 ， 此 瞬时 AX BB 两 点 的 速度 分 别 为 w、vs， 分别 过 点 A 和 B 作 wa 
和 Ya 的 垂 线 ， 其 交 ， ee 此 瞬时 刚体 作 瞬时 平 动 > 又 如 图 8.13(b) 所 示 的 刚体 的 





平面 运动 ， 此 瞬时 两 点 AAs 户 的 速度 分 别 为 4 和 wi 速度 失 端 连 线 与 AB 延长 线 的 交点 也 
在 无 穷 远 处 ， 此 瞬时 刚体 也 作 有 瞬时 平 动 。 必 须 作 瞬 时 平 动 的 刚体 ， 在 其 平面 图 形 上 
没有 速度 豚 心 ， 此 电 时 刚体 内 各 点 的 加 麻 相 革 但 加 速度 不 相等 。 


Gi 


图 8.13 刚体 作 瞬 时 平 动 


【 例 8-3】 曲柄 滑 块 机 构 如 图 8. 14 所 示 , 已 知 AB=!，OA=~， 杆 OA 转动 的 角 速 
度 为 w, 杆 OA 与 水 平 线 间 的 夹 角 为 p， 杆 AB 与 水 平 线 间 的 夹 角 为 y。 求 杆 AB 转动 的 角 
速度 和 滑 块 B 的 速度 。 

解 : 连 杆 AB 作 平 面 运动 ， 分 别 过 两 点 A、B 作 w 和 ws 的 垂 线 ， 两 牌 线 的 交点 为 
杆 AB 的 速度 瞬 心 。 由 于 A 点 的 速度 可 表示 为 

一 OA * w=PA .wap 
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un 可 得 作 平 面 运动 的 杆 AB 的 角速度 


P 
， 2 < OA .wm 
由 一 = 到 
PA PA 


这 样 ， 滑 块 B 的 速度 可 表示 为 











i - ! vs=PB* wa 
A 而 由 正弦 定理 ， 可 知 
x —— Gos AB PA PB 














sin(90—g) sin(90°—y) sin(g+t) 





图 8.14 例 8-3 图 即 
PA= es PB= sin(g+p) 
cosp 
代入 可 得 
we 
【 例 8-4】 图 8.15 所 示 的 圆 轮转 动 的 角速度 为 w= 27rad/s， A 2 


试用 速度 瞬 心 法 求 贺 轮 中 心 O 和 轮 缘 上 两 点 A、B 的 逐 度 。 
解 : 加 轮作 平面 运动 ， 轮 与 地 面 的 接触 点 已 为 轮 的 速度 瞬 
心 。 因 此 ,三 点 O、A、B 的 速度 可 分 别 表示 为 B 
vo=PO* w=2xX0.75334.Y71ni/s 
vs=PB We 75=6. 66m/s 





vA=PA . w=2nxX .42m/s 
其 方向 分 别 重 直 于 三 点 0, A 始 和 点 的 连 线 ， 天 且 与 轮子 下 


转动 的 方向 一 致 ， 方 向 如 图 -8. 15 所 示 。 图 8.15 例 8-4 图 
8.4 ”用 基点 法 求 平面 图 形 内 各 点 的 加 速度 


求 平面 图 形 内 一 点 的 加 速度 没有 类 似 于 速度 投影 定理 的 加 速度 投影 定理 ， 找 加 速度 瞬 
心 又 比较 困难 ， 故 一 般 采用 基点 法 求 加 速度 。 如 图 8. 16 所 示 ， 用 一 平面 图 形 表 示 一 刚体 
作 平 面 运 动 。 设 某 瞬 时 ,平面 图 形 内 某 一 点 O 的 加 速度 为 a。， 平面 图 形 的 角速度 为 a， 角 
加 速度 为 e， 求 平面 图 形 内 任 一 点 M 的 加 速度 aw。 由 刚体 
平面 运动 的 分 解 可 知 ， 刚体 上 任 一 点 M 的 加 速度 等 于 基点 
O 的 加 速度 ao 和 M 点 相对 于 基点 转动 的 加 速度 awo 的 矢量 
和 ， 而 M 点 相对 于 基点 的 运动 往往 是 曲线 运动 ， 因 而 有 切 
向 加 速度 aio 王 MO“。e 和 法 向 加 速度 a 二 MO，w?。 故 平 
面 运动 时 刚体 内 任 一 点 M 的 加 速度 可 表示 为 















































aw 一 ao 十 ao 一 ao 十 aio 十 ago 《8 一 5) 
具体 计算 时 ， 往 往 需 将 矢量 式 (8 - 5) 向 恰当 选取 的 两 
坐标 轴 投影 ， 然 后 求解 。 
图 8.16 用 基点 法 求 平 面 图 形 内 【 例 8-5】 如 图 8.17(a) 所 示 杆 AB 长 为 1， 其 A 端 沿 
一 点 的 加 速度 水 平 轨道 运动 ，B 端 沿 铅 直 轨 道 运动 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 AB 


===m==mmmme 刚体 平面 运动 概述 和 运动 分 解 第 8 章 | 


与 铅 直线 夹 角 为 pvp，A 端 具 有 向 右 的 速度 ws 和 向 右 的 加 速度 as， 求 此 瞬时 B 端的 速度 和 
角速度 及 杆 A 的 角速度 和 角 加 速度 。 

解 : 杆 AB 作 平 面 运动 ， 以 A 为 基点 分 析 点 B 的 速度 和 加 速度 。 先 进行 速度 分 析 和 计 
算 ， 以 A 为 基点 分 析 点 B 的 速度 。 由 vs 二 va 十 vma 作 点 B 的 速度 合成 图 ， 如 图 8. 17(b) 所 
示 ， 由 图 可 知 




















vp=va * tang, vm 一 DA/cosp 
故 杆 AB 的 角速度 为 


Va VA 


“mBA ~ leosp 
杆 AB 转动 的 角速度 的 方向 如 图 8. 17(b) 所 示 。 
然后 再 进行 加 速度 的 分 析 和 计算 ， 以 A 为 基点 分 析 点 B 的 加 速度 。 由 ou 一 十 ai 十 
a 作 点 B 的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 17(c) 所 示 。 列 ai 方向 的 投影 方程 
apcosyp 一 QAcos(90 一 P) ta CN 











这 里 a 二 lwiy 二 Te ， 解 得 Ww 
cos’ 9p” p * 4 





as=a ong 5 





图 8.17 例 8-5 图 


列 ai 方向 的 投影 方程 如 下 : 
ansinp 一 一 aAcosp 十 ai 
解 得 


aa 十 玛 sing 


ai 一 assinp 十 aaAcosp 一 一 一 ea 


所 以 ，AB 杆 的 角 加 速度 为 
qi aa vAsing 
A eg 
【 例 8-6】 如 图 8.18(a) 所 示 的 半径 为 R 的 轮子 在 水 平面 上 作 纯 滚动 ,已 知 轮 心 O 的 
速度 与 加 速度 分 别 为 wo 和 ao， 求 轮子 转动 的 角速度 和 角 加 速度 ， 并 求 轮 与 水 平面 接触 点 C 
的 加 速度 。 
解 : 轮子 在 水 平面 上 作 纯 滚动 ， 轮子 和 水 平面 的 接触 点 C 为 其 速度 瞬 心 。 根 据 轮 心 O 
的 速度 和 加 速度 ， 轮 子 的 角速度 和 角 加 速度 可 分 别 表示 为 
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图 8.18 例 8-6 图 


w= 站 
R 才 
-ddfmu] -1dmaea 
dt di\R 及 _ dx 一 下 


以 轮 心 O 为 基点 ， 分 析 点 C 的 加 速度 ， 由 加 速度 合成 定理 ac 一 ao 十 ato 十 afo ， 画 点 C 











的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 18(b) 所 示 ， 其 中 和 os Row R' (器 ] = 党 ， ato 二 Re=ao， 由 
图 可 知 


= \ 
ac 一 aio 一 尽 一 


其 方向 垂直 向 上 。 巾 此 可 知 ， 速 度 瞬 心 C 的 加 速度 不 等 于 零 。 

【 例 8 -7】 如 图 8 .190a) 所 示 为 一 平面 按 链 机 构 。 已 知 OA 一 Sr， 角 速度 为 mw。 
CD=2r， 角 速度 为 oi 全 转向 如 图 所 示 。 注 图 示 位 置 时 杆 OA 与 杆 AB 垂直 ,， 杆 BC 与 杆 
AB 的 夹 角 为 320 > 且 CD//AB，AB= BC 二 r， 试 求 图 示 瞬 时 点 B 的 速度 和 加 速度 以 及 杆 
AB、 杆 BC 的 角速度 和 角 加 速度 。 

















(b) (9) 


图 8.19 例 8-7 图 
解 : 本 机 构 中 杆 AB 和 杆 BC 均 作 平面 运动 ,欲求 点 B 的 速度 和 加 速度 ， 必 须 进 行 两 
次 速度 合成 和 加 速度 合成 。 分 别 取 杆 AB 的 点 A 和 杆 BC 的 点 C 为 基点 。 根 据 vs 二 vi 十 
ma 一 zc 十 oz 和 as 一 aa 十 am 一 ac 十 ae 作出 点 召 的 速度 合成 图 和 加 速度 合成 图 ， 如 
图 8. 19(b)、(c) 所 示 。 由 速度 合成 图 可 知 
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vac * COS30° 


be 
may 一 paa 一 Dacsin30 — vc 








其 中 ,vA 二 V3wo * ,vc 二 2w0 * VA =wap * rr, Vc =wpc *° 7 











解 得 :vn 二 V3wor，va, 3wor, wap =—3w, we =—2wo 
再 由 加 速度 合成 图 8. 19(c) 可 知 : 
网 = a =at ta sin30°—aic cos30° 


am 一 Qi 一 必 一 dcos30" 十 aiesin30” 








其 中 可 =/30 7 a =20 v7 a =wlp “r= sr 0 
a =wic * r=4w * r, aic 一 car。7。 YA 


: 9V3 ， 22V3 ， x 人 
解 得 :am 二 一 9wbr, am 二 132， 8 > 2648 


Wi» EEC wr 
SB、 








, 站 二 


8.5 运动 学 综合 应 用 举例 


在 复杂 的 机 构 中 ,可 能 同时 包括 SU 应 注意 分 
别 分 析 、 综 合 应 用 有 关 理 论 。 有 时 下 ] 题 可 用 不 同 的 方法 分 析 ， 则 应 经 过 分 析 、 比 较 ， 
选用 较 简便 的 方法 求解 。 解 题 时 首先 要 看 懂 题 意 ， 明确 已 知 系 件 和 待 求 量 ， 然后 进行 运动 
分 析 ， 最 后 进行 速度 和 加 于 度 的 分 析 和 计算 下面 通过 几 个 例题 来 说 明 运 i 动 学 的 综合 
应 用 。 

【 例 8-8】 斯 图 了 .20 所 示 的 加 从 在 站 鱼 直 从 工作 纯 液 动 ， 圆 轮 的 半径 r=0. 5m， 杆 
OA 与 与 轮 相 切 \ 窒 简 在 加 驼 的 边缘 用 饮 链 加 轮 相 过 已 知 圆 轮 的 中 心 点 O 的 速度 w 一 
20m/s， 加 速度 %, 一 10m/s*， 求 此 瞬时 杆 O14 的 角速度 和 角 加 速度 。 

解 ; 本 题 是 包括 平面 运动 和 点 的 合成 运动 的 综合 应 用 题 ， 应 分 别 采 用 相应 的 方法 

首先 进行 速度 的 分 析 和 计算 。 由 于 圆 轮 在 水 平地 面 上 作 纯 滚动 ， 圆 轮 与 地 面 的 接触 点 
C 为 其 速度 瞬 心 ， 点 B 的 速度 wv 二 w,。* CB 二 20V3m/s， 方 向 垂直 于 BC。 选 择 点 B 为 动 
点 ，0O1A 为 动 系 ， 由 wv 二 wv. 十 v, 作 点 B 的 速度 合成 图 ， 如 图 8. 20(a) 所 示 。 由 图 可 知 

从 一 内 cos60" 一 10V3 m/s，uw 一 wsin60" 一 30m/s 



























杆 OA 的 角速度 为 
woA 二 Ds- 序 - 一 20rad/s 
然后 再 进行 加 速度 的 分 析 和 计算 。 首 先 用 基点 法 求 轮 缘 点 B 的 加 速度 。 取 O 为 基点 ， 
分 析 点 B 的 加 速度 。 由 a 二 ao 十 a 十 aiw 作 B 点 的 加 速度 图 如 图 8. 20(b) 所 示 。 再 以 套 
简 B 点 为 动 点 ， 以 O1A 为 动 系 分 析 套 简 B 的 加 速度 。 由 于 动 系 作 定 轴 转动 ， 由 a, 二 Qi 十 
a 十 a 十 ax 作 BB 点 的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 20(c) 所 示 。 
由 于 套 简 B 在 圆 轮 的 边缘 用 铵 链 与 圆 轮 相 连 ， 故 有 
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图 8.20 例 8-8 图 


4o 十 a 知 十 ai 一 as 十 a: 十 a, 十 ak 
将 上 式 表示 的 矢量 方程 向 a: 方 向 投影 ， 得 | 人 
一 aocos30 "一 a 知 一 导 一 kV AS 
其 中 ,a 二 w*，0OB=800m/s’ ,ax 二 2w.* vw =1200m/S%, 代入 上 式 , 可 得 
a =/s’ 








ai=ak—avcos30°—a 





杆 OA 的 角 加 速度 为 





【 例 8-9】 轻型 杠杆 式 推 钢 机 RE 借 连 秆 AB 带动 揪 杆 O1B 绕 0, 轴 摆 动 ， 杆 
EC 以 铵 链 与 滑 块 C 相连 ， 滑 块 /CC 可 沿 杆 OB 滑动 ， 如 侠 8 21(a) 所 示 。 摇 杆 摆动 时 带动 


杆 EC 推动 钢材 。 已 知 04 羡 5 必 AB 一 a，OLB 一 碌 BC 人 名 ,wu 一 0. 5rad/s， 且 知 4 一 


0.2m， 0 一 1m。 求 图 示 解 证 7 (1) 滑 块 C 的 绝对 速度 和 有 相对 于 摇 杆 OVB 的 速度 ，(2) 滑 块 
C 的 绝对 加 速度 和 相对 于 摆 杆 O,B 的 加 速度 5 ” 
解 : (1) 速度 分 析 。 先 分 析 杆 AB， 杆 RB 作 平 面 运动 , 以 A 为 基点 ， 则 点 B 速度 分 


。 vA wa * OA _V3 
析 如 图 8. 21(a) 所 示 ， 由 图 可 知 : er 让 














m/s, va =vA * tan30°"= 


次 mys。 由 于 vs 二 wo,s* 0O1B， vm 二 ws，AB， 故 有 

UB V3 

“02 OB 10 

再 分 析 点 C， 以 滑 块 C 为 动 点 . 动 系 固 连 于 杆 OB 上 、 动 系 作 定 轴 转动 ， 由 we, 二 
ve 十 ve: 作 点 C 的 速度 合成 图 ， 如 图 8. 21(a) 所 示 。 于 是 有 


rad/s, wap 一 织 一 令 rad/s 











vc 一 va 一 一 0. 4m/s, vc:=vc, * cos60°=0. 2m/s 
Er 


(2) 加 速度 分 析 。 先 分 析 杆 AB， 杆 AB 作 平 面 运动 ， 以 A 为 基点 ， 分 析 点 B 的 加 速 
度 。 由 十 qs 二 a 十 a 十 aia 作 点 B 的 加 速度 图 ， 如 图 8. 21(b) 所 示 。 列 au 方向 的 投影 
方程 有 


一 acos30" 一 agsin30 "一 aa 








2 V3 
b "eoB, d=whs* OB=0.02m/s, a 一 op。 AB— 3m/s’, 


式 中 ,a$ 二 eo,p* O1B 3 180 
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图 8.21 例 8-9 图 


代入 上 式 ， 可 得 摇 杆 O01B 的 角 加 速度 为 
sos 一 一 0. 034rad/s 
然后 再 以 滑 块 C 点 为 动 点 , 揪 杆 O01B 为 动 系 < A NE 十 ac 十 改作 点 C 的 加 速度 合 
成 图 ， 如 图 8. 21(b) 所 示 。 列 a 方向 的 投影 方程 “有 
acs cos3be Sc. 一 三 
式 中 ai 一 eoa OIC 一 一 0.068m/s N20 * uc 一 0 :0693m/% ， 代 入 上 式 ， 可 得 滑 
块 C 的 绝对 加 速度 为 








x 


We Ne 0) = 85 


》V3 
列 ol 方向 的 投影 方程 ， 有 一 A 
acs sin3 人 外 二 a 0 


> “OiC=0.06m/s: ,二 一 0.1585m/s*， 代 入 上 式 , 可 得 滑 块 C 相 





式 中 ，a& 寺 
对 于 摆 杆 018 的 痢 束 度 为 
ac:= 一 二 ec 十 at 一 0. 139m/s’ 


【 例 8-10】 在 如 图 8.22(a) 所 示 的 机 构 中 ,曲柄 OA 三 ”， 以 匀 角 速度 w 沿 逆 时 针 方 
向 转动 ， 通 过 滑 块 A 带动 摇 杆 BC 绕 定 轴 B 摆动 ， 连 杆 CD 带动 导 杆 EF 水 平 往复 运动 。 
已 知 BC=4r，CD=1.5r，OB=V3r。 求 图 示 瞬 时 ， 即 OA | OB， B= 二 20" 时 ， 导 杆 EF 的 
速度 和 加 速度 。 

解 : 本 题 同时 包括 点 的 复合 运动 和 刚体 平面 运动 ， 应 分 别 应 用 相应 的 方法 求解 。 





(1) 速度 分 析 。 首 先 选 滑 块 A 为 动 点 , 摇 杆 BC 为 动 系 ， 则 牵连 运动 随 授 杆 绕 定 轴 C 








转动 ， 滑 块 A 的 相对 运动 是 沿 导 模 的 直线 运动 ， 绝 对 运动 是 绕 定 轴 O 的 圆周 运动 。 由 
9, 王 9. 十 v, 作 滑 块 A 的 速度 合成 图 ， 如 图 8. 22(a) 所 示 。 由 图 可 知 动 点 的 牵连 速度 








| 
Ve vsing= Froo 
动 点 的 相对 速度 


3 
Vr 二 =V COsg—= 5 rwo 


2 
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摇 杆 BC 的 角速度 
ou 一 苞 = 二 rw XX 去 一 二 wn( 逆 时 针 转向 ) 
点 C 的 速度 


=BC. wc =4r x 二 ro 
后 对 作 平 面 运动 的 连 杆 CD 进行 运动 分 析 ， 选 动 点 C 为 基点 ， 对 动 点 D 进行 速度 分 


析 。 tt 如 图 8. 22(a) 所 示 。 由 图 可 知 





“图 8.22 例 8-10 图 和、 
如 V a 
Ne Upe WD Ub 


sin(90—B) sing sin(90°+B—9) 











式 中 ,we 二 row, 解 得 : 





>» te 
ov -sol0,, 三 1.05rw (方向 水 平 向 左 ) 























_ sing ,Sin30° 
voc = 0" cora0™"e 0. 532ron 
连 杆 CD 的 角速度 为 
Vrc _0.532ro _ 
wep 一 天 六 一 





CD 1 5r 0.355wo (方向 为 逆 时 针 方向 ) 


(2) 加 速度 分 析 。 首 先 选 滑 块 A 为 动 点 , 摇 杆 BC 为 动 系 ， 由 a, 二 at 十 qi 十 a 十 ax 作 
滑 块 A 的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 22(b) 所 示 。 列 a 方向 的 投影 方程 





asCOsp—=ai tax 


式 中 ,a 一 1 呈 ，ay 一 2omeo, 一 二 vot， 代入 上 式 


i 
ER 


at—=ascosp—arx= 4 


摇 杆 BC 的 角 加 速度 为 
M174 


er 一 全 一 熏 wf( 方 向 为 这 时 针 转向 ) 
然后 对 作 平面 运动 的 连 杆 CD 进行 运动 分 析 ， 选 动 点 C 为 基点 ， 对 动 点 D 进行 速度 分 


析 。 由 ap 一 a& 十 az 十 asc 十 eic 作 点 的 加 速度 合成 图 ， 如 图 8. 22(b) 所 示 。 列 a 方向 的 
投影 ， 得 





apcosB=—atcos(g—P)—atsin(g—P) tab 


式 中 ,at 二 epc *， BC Boi, at=wh * BC lL rwi, abc =wip * CD=0.189rw;, 代入 上 


式 , 得 

















ap 一 0.754rwi (方向 水 平 向 左 ) 
导 杆 EF 的 速度 和 加 速度 等 于 点 DD 的 速度 和 加 速度 。 


小 结 /XK A > 


刚体 在 运动 的 过 程 中 ， 其 上 任 一 点 到 某 一 国定 平 省 的 中 风 保 持 不 刘 ， 这 种 运动 称 为 刚 
体 的 平面 运动 。 刚 体 的 平面 运动 可 简化 为 平面 图 浴 锥 其 站 身 平面 内 的 运动 平行 于 固定 平 
而 所 蕉 出 的 任何 平面 图 形 者 可 代表 此 刚体 的 

平面 图 形 的 运动 可 分 解 为 随 基点 此 基点 的 转动 。 平 动 为 牵连 运动 ， 它 与 
的 选择 有 关 ; 转动 为 相对 运动 ， 点 的 选择 无 关 。 平 面 图 形 绕 其 平面 内 任何 点 转动 的 
角速度 和 角 加 速度 都 相同 ， 可 可 以 直 贸 称 为 平面 图 形 的 角速度 和 角 加 速度 ， 而 无 须 指明 它们 
是 对 哪个 基点 IN24 辣 

求 平面 图 形 内 一 点 的 下 让 可 用 三 :种 方法 ， - 速度 瞬 心 法 和 投影 法 。 基 点 法 一 
般 选 取 速 度 已 知 的 点 作为 基 蕊 ,根据 违 度 合成 一 zo 十 wwo 作 平行 四 边 形 ， 注 意 wv 
0 et 应 用 速记 投影 定理 时 ， 所 分 析 的 两 点 必须 在 同一 刚体 

等 式 两 边 同时 投影 ， 用 瞬 心 法 时 必须 正确 地 找 出 刚体 的 速度 豚 心 位 置 。 应 当 注 意 不 同 
于 计 闻 体 有 不 网 并， 但 在 任 一 瞬时 ， 一 个 刚体 唯一 地 存在 一 个 速度 瞬 心 ， 它 的 位 
置 应 根据 已 知 条 件 来 确定 ， 不 能 任意 选取 。 若 某 瞬 时 速度 豚 心 在 无 穷 远 ， 则 说 明 此 时 刚体 
的 角速度 等 于 零 ， 刚 体 作 豚 时 平 动 。 务 必 注 意 有 瞬时 平 动 与 刚体 平 动 是 两 个 不 同 的 概念 ， 肯 
时 平 动 时 刚体 的 角速度 为 零 ， 因 而 各 点 的 速度 相同 ， 但 角 加 速度 不 为 零 ， 因 而 各 点 的 加 速 
度 不 相同 ， 而 刚体 平 动 时 不 论 何 时 ， 各 点 都 具有 完全 相同 的 速度 和 加 速度 。 
求 平面 图 形 内 一 点 的 加 速度 一 般 只 能 用 基点 法 。 基 点 法 一 般 选 取 加 速度 已 知 的 点 作为 
基点 ， 根 据 加 速度 合成 定理 av 一 ao 十 ago 十 aio 作 点 M 的 加 速度 合成 图 ， 然 后 列 投影 广 
程 。 列 投影 方程 时 尽量 避 开 不 要 求 的 未 知 量 ， 列 此 未 知 量 垂直 方向 的 投影 方程 。 
如 果 只 求解 刚体 上 某 个 点 速度 ， 应 选用 速度 投影 定理 或 速度 瞬 心 法 ， 如 果 要 求 角 束 
度 ， 则 选用 速度 瞬 心 法 较 直观 简单 。 





























和 



































习 题 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “\/”， 错 误 的 打 “X”) 
1. 平面 图 形 的 角速度 与 图 形 绕 基 点 转动 的 角速度 始终 相等 。 ( ) 
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2. 刚体 平面 运动 可 视 为 随同 基点 的 平 动 和 绕 基 点 转动 的 合成 运动 。 ( ) 

3. 平面 图 形 上 如 已 知 某 瞬 时 两 点 的 速度 为 零 ， 则 此 平面 图 形 的 瞬时 角速度 和 瞬时 角 
加 速度 一 定 为 零 。 Cc 

4. 在 某 一 瞬时 平面 图 形 上 各 点 的 速度 大 小 都 相等 ， 方 向 都 相同 ， 则 此 平面 图 形 一 定 
作 平 动 ， 因 此 各 点 的 加 速度 也 相等 。 《 ) 

5. 车 轮 沿 直线 轨道 滚 而 不 滑 ， 某 瞬时 车 轮 与 轨道 的 接触 点 为 车 轮 的 速度 瞬 心 ， 其 速 
度 为 零 ， 故 速度 瞬 心 的 加 速度 也 为 零 。 人 

6. 当 w=0 时 ， 平 面 图 形 上 两 点 的 加 速度 在 此 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 6 人 

7. 平面 图 形 在 其 平面 内 运动 ， 某 瞬时 其 上 有 两 点 的 加 速度 矢 相 同 ， 其 上 各 点 速度 在 
该 瞬时 一 定 相等 。 ( ) 

二 、 填空 题 pA 

1. 刚体 在 运动 过 程 中 ， 其 上 任 一 点 到 某 同 定 平 而 的 距离 保持 不 变 ， 这 种 运动 称 为 
刚体 的 。 刚 体 的 平面 运动 可 简化 为 平面 图 形 在 、 习 >\、 内 的 运动 。 

2. 平面 网 形 的 运动 可 分 解 为 随 基点 的 和 绕 大 点 的 。 平 动 为 
运动 ， 它 与 基点 的 选择 _; 转动 为 。 ”运动 、 它 与 基点 的 选择 

3。 通 和 把 而 运 权 的 角度 和 角 加 这 了 廊 了 为 的 角速度 和 角 加 速度 ， 而 

无 须 指明 它们 是 对 哪个 基点 而 言 。 

4 平面 图 形 上 各 点 的 加 速度 的 万 沿 剖 指 向 同一 点 ， 则 此 瞬时 平面 图 形 的 等 
于 零 。 \ > 

5 相对 基因 定 平面 作 平面 庆 动 的 刚体 上 与 此 轩 定 拉面 革 理 的 直线 都 作 

三 、 选 择 题 > 

1. 正方 平面 图 形 在 其 自身 平面 内 作 平 面 运 动 Y 已 知 四 点 A、B、C、D 的 速度 大 小 相 
等 ， 方 向 如 图 8./23(i)、(b) 所 示 ， 下 列 结论 正确 的 是 (  )。 


A，(aNNtB) 的 运动 都 是 可 能 的 B. (a)、(b) 的 运动 都 是 不 可 能 的 





C. 只 有 (a) 的 运动 是 可 能 的 D. 只 有 (b) 的 运动 是 可 能 的 
2. 如 图 8. 24 ee 角速度 w 为 常数 ， 轮 心 点 A 的 加 速 
度 为 ( )， 轮 边 点 B 的 加 速度 为 ( ， 轮 与 地 面 接触 点 C 的 加 速度 为 ( ) 
A. 0 B. wr C. 2w°r D. 4wr 
vo 
4 Vp Dp 
B 
A rc 
BB 训 5 
W 
{a) (b) 
图 8.23 题 三 (1) 图 图 8.24 题 三 (2) 图 


3， 如 图 8. 25 所 示 ， 在 作 加 速 运动 的 动 点 是 ( js 





图 8.25 题 三 (3) 图 


4. 如 图 8. 26 所 示 平 面 图 形 上 两 点 A、B 的 加 速度 大 小 相等 、 方 向 相同 ， 但 不 共 线 。 
则 此 瞬时 平面 图 形 的 角速度 和 角 加 速度 (  )。 


A. w=0, es 天 0 
C. w 天 0,， eA0 
5. 杆 AB 作 平面 运动 ， 






DD 两 点 分 别 是 wv。、ws 的 矢 端 
矢 的 端点 是 否 都 在 直线 CD 人 ( 
A. 全 部 都 在 CBE 


C. 全 部 都 不 在 直线 CD 上 





图 8 26 题 三 (4) 图 


6， 四 连 杆 机 构 中 已 知 基点 A 的 加 速度 < 杆 AB 的 角速度 w 和 角 加 速度 s， 


图 不用 时 交汇 A B 速度 v 、 的 天 小 、 


B. wA0, e=0 


D. w=0, e=0 


) 
线 CD 上 


B. 只 有 Et 
D. 沅 法 确定 


- 图 8.27 题 三 (5) 图 














的 加 速度 ， 夯 出 如 速度 矢量 图 ， 如 图 8. 28 所 示 。 将 用 基点 法 求 加 速度 的 公 
轴 ， 则 ( ) 是 正确 的 。 
a agcos0=0, abn —aA—apsin0=0 


a 一 Q 


A 
B. —aM=agcos0 ， 
C 


\ 一 assing 一 0 











aa 一 QacosO ，qa 了 A 
D. —aM 二 apcos0=0, ain 


7. 如 图 8. 29 所 示 机 构 中 作 平 
A. 点 O 


aa 





aasin0 


一 4 二 assinb 
面 运动 的 构件 在 图 示 位 置 的 速度 瞬 心 是 ( 
B. 点 A 





C. 点 B D. 无 穷 远 点 








8.28 题 三 (6) 图 


8.29 题 三 (7) 图 


方向 均 为 已 知 ， 
， 如 图 8. 27 所 示 ， 则 村 AB 上 4 除 A、 0 


和 欲求 点 B 


N 式 投影 于 zz、y? 


)。 
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8. 一 刚体 作 瞬 时 平 动 ， 此 瞬时 该 刚体 上 各 点 ( Ys 

















A. 速度 和 加 速度 均 相同 B. 速度 相同 而 加 速度 可 能 不 相同 
C. 速度 和 加 速度 都 不 相同 D. 速度 不 同 而 加 速度 可 能 相同 
四 、 计 算 题 





1. 如 图 8. 30 所 示 的 两 齿 条 以 速度 v, 和 ws 同 方向 运动 。 在 两 齿 条 间 夹 一 齿轮 ， 其 半径 
为 >， 求 齿轮 的 角速度 及 其 中 心 O 的 速度 。 

2. 曲柄 0A 二 17cm， 绕 定 轴 O 转动 的 角速度 wm 一 lrad/s， 已 知 AB 一 12cm，BDD 一 
44cm，BC=15cm， 滑 块 C、DD 分 别 沿 着 铅 垂 与 水 平滑 道 运动 ， 如 图 8. 31 所 示 瞬 时 OA 铅 
垂 ， 求 滑 块 C 与 DD 的 速度 。 





SN 
TS 

P94 
0 Gor 

Ed 


图 8.30 题 四 (1) 图 、、、 图 8.315 题 四 (2) 图 








3. 曲柄 OA 绕 定 轴 O 转动 的 角速度 wo 一 2. 5rad/s, OA 一 28cm，AB 一 75cm，BC 
15cm，r 一 10cm， 轮 子 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 仆 求 图 8. 32 所 示 瞬 时 轮子 上 点 C 的 速度 。 

4. 在 瓦特 行星 传动 机 构 中 ,平衡 杆 OvA 绕 ,Oi 轴 转 动 ， 并 借 连 杆 AB 带动 曲柄 0B， 
而 曲柄 OB 活动 地 装 蔷 在 O 轴 上 ， 如 图 8 33. 所 示 。 在 O 轴 上 装 有 齿轮 I， 齿轮 厂 的 轴 安 
装 在 连 杆 AB 的 淄 一 端 。 已 知 外 二 r= 二 30V3cm，0O1A 二 75cm，AB= 二 150cm， 杆 OA 的 角 
速度 wo 二 6rad/s。 求 当 a= 二 60"、B 二 90" 时 ,OB 和 齿轮 工 的 角速度 。 








图 8.32 题 四 (3) 图 图 8.33 题 四 (4) 图 








5. 图 8. 34 所 示 曲 柄 OA 以 角速度 w= 二 6rad/s 转动 ， 带 动 平 板 ABC 和 摇 杆 BD, 已 知 
OA 二 100mm,，AC==150mm， BC 二 450mm，BD 二 400mm， 人 ACB 一 90"。 设 某 瞬 时 OA 上 | 
AC，OA4A TBD, 求 此 时 点 A、B、C 的 速度 以 及 平板 ABC 和 摇 杆 BD 的 角速度 。 
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6. 轮子 O 以 匀 角 速度 ws = 2rad/s 转动 , 在 图 8. 35 所 示 瞬 时 ，OA 铅 垂 ，BC 水 平 。 
求 此 瞬时 杆 AB 与 杆 BC 的 角速度 和 角 加 速度 。 








图 8.34 题 四 (5) 图 图 8.35 题 四 (6) 图 





7. 半径 为 + 的 圆柱 形 滚 子 沿 半径 为 R 的 轩 缴 档 纯 滚动 在 图 8. 36 所 示 瞬 时 ， 深 子 中 
心 C 的 速度 为 ve。， 切 向 加 速度 为 as。 求 这 时 接触 点 A 和 同 二 直径 上 最 高 点 B 的 加 速度 。 

8 图 8. 37 所 示 机 构 中 ,曲柄 OA 以 等 角速度 如 绕 'O 轴 转动 , 且 O4A 一 OB= 在 
图 示 位 置 时 人 AO0O, 二 90"，ZLBAO= BOLO= 千 守 求 此 时 点 也 的 加 速度 和 OB 杆 的 角 加 
速度 。 1 





图 8.36 题 四 (7) 图 图 8.37 题 四 (8) 图 
9. 在 图 8. 38 所 示 机 构 中 ， 曲 柄 OA=r, 绕 O 轴 以 等 角速度 w, 转 动 ，AB==6r，BC= 
3V3r。 求 图 示 位 置 滑 块 C 的 速度 和 加 速度 。 
10. 平面 机 构 的 曲柄 OA 长 为 2:， 以 匀 角 速度 wm 绕 O 轴 转 动 。 在 图 8. 39 所 示 位 置 时 ， 
AB=BO, 并 且 OA AD。 求 此 时 套 简 D 相对 于 杆 BC 的 速度 。 


Nmke 

















图 8.38 题 四 (9) 图 图 8.39 题 四 (10) 图 
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11. 图 8. 40 所 示 曲 柄 连 杆 机 构 带 动摇 杆 O,C 绕 O, 轴 摆 动 。 在 连 杆 ABD 上 装 有 两 
个 滑 块 ， 滑 块 B 在 水 平 模 内 滑动 ， 而 滑 块 D 则 在 播 杆 OC 的 槽 内 滑动 。 已 知 曲柄 长 
OA 一 50mm， 绕 O 轴 转动 的 匀 角 速度 % 一 10rad/s， 在 图 示 位 置 时 ， 曲 柄 与 水 平 线 间 成 
90" 角 ， 二 OAB=60"， 摇 杆 与 水 平 线 间 成 60" 角 、 OLD=70mm。 求 摇 杆 的 角速度 与 角 加 
速度 。 

12. 图 8.41 所 示 机 构 中 滑 块 A 的 速度 为 常 值 ，w 二 0.2m/s，AB 二 0.4m。 试 求 当 
AC=CB，b5=30" 时 ， 杆 CD 的 速度 与 加 速度 。 
































图 8.40 题 四 (11) 图 ai 图 8.41 题 四 (12) 图 


13, 如 图 8.42 所 示 的 机 构 中 ,曲柄 OA = 20cm， 播 杆 OB= 100cm， 连 杆 AB 一 
120cm， 曲 枉 OA 以 等 角 加 速度 = 三 5iad/s: 转 动 。 试 求 当 刘 柄 -9A 和 摇 杆 O1B 为 销 直 位 置 ， 
并 且 曲 柄 OA 的 角速度 w 一 10rad/s 时 ， 点 B 和 点 G: 的 加 有 速度。 

14. 平面 机 构 中 ， 杆 WB 以 不 变 的 速度 wo 沿 水 平方 向 运动 ， 套 简 B 与 杆 AB 的 端点 匀 
在 绕 O 轴 转 动 的 杆 OC 上 ， 滑 块 责 可 沿 杆 OC 滑动 。 已 知 AB 和 OE 两 平行 线 间 
的 垂直 距离 为 和 求 图 8.43 所 示 位 置 (Y=60%” Bp 二 30"，OD= 二 BD) 时 杆 OC 的 角速度 和 角 
加 速度 、 滑 块 尽 的 速度 和 加 速度 。 








图 8.42 题 四 (13) 图 图 8.43 题 四 (14) 图 


15. 如 图 8. 44 所 示 ， 电 动机 带动 飞轮 以 匀 角 速度 顺 时 针 转 动 ， 角 速度 w= 二 2xrad/s， 
并 通过 连 杆 AB 带动 可 沿 水 平 导轨 运动 的 电 锯条 。 已 知 AB 一 450mm,， 求 当 OA 位 于 铬 垂 
位 置 时 ， 锯 条 的 加 速度 as 和 连 杆 的 角 加 速度 。 

16. 在 牛头 刨床 的 滑 道 播 杆 机 构 中 ,曲柄 OA 以 匀 角 速度 wm 作 逆 时 针 转 动 ， 如 
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图 8.45 所 示 。 设 轴 O 和 0O, 到 滑 块 C 的 导轨 的 距离 分 别 是 5 和 2b, OA=R,，0,B= 
BC 二 4V365/3， 试 求 当 曲 柄 OA 和 摇 杆 O,B 处 于 水 平 位 置 时 ， 滑 块 C 的 速度 和 摇 杆 O,B 
的 角速度 。 














图 8.44 题 四 (15) 图 图 B45 题 四 (16) 图 


17， 如 图 8. 46 所 示 半 径 为 R 的 卷 简 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 ， 卷 简 上 周 连 有 半径 为 
的 同 轴 鼓 轮 ， 缠 在 鼓 轮 上 的 绳子 由 下 边 水 平 伸 出 ; 绕 过 定 滑轮 并 于 下 端 县 有 重 物 M， 设 在 

已 知 瞬时 重 物 具 有 向 下 的 速度 v 和 加 过 席 sig C 和 B 的 加 速 
度 的 大 小 。 

18. 2 47 所 示 曲 柄 连 杆 机 构 中 二 柄 OA 绕 O 轴 转 动 ， 角 速度 为 mw ， 角 加 速度 
为 6， 在 某 瞬时 曲柄 与 水 平面 成 80* 角 》 而 连 杆 AB 与 曲柄 DA 垂直 。 滑 块 B 在 圆 形 槽 内 
滑动 ， 此 时 半径 O,B 与 连 杆 AB 间 成 30" 角 。 若 OA 二 g， A 和 B=2V3a，0O,B 二 24a, 求 在 该 
瞬时 ， 滑 块 B 的 切 向 加 速度 和 法 向 加 速度 。 、 s 

19，OA 杆 以 匀速 度 w, 绕 O 轴 转 动 ， 圆 轮 可 沿 水 平 直 线 作 无 滑动 的 滚动 。 已 知 04 一 
R=10cm, AB=/20cms 试 求 如 图 8. 48 所 未 位 置 圆 轮 的 角速度 和 圆心 的 加 速度 。 





图 8.46 题 四 (17) 图 图 8.47 题 四 (18) 图 





20. 曲柄 OA 以 恒定 的 角速度 w, 一 2rad/s 绕 轴 0 转动， 并 借助 连 杆 AB 驱动 半径 为 
的 轮子 在 半径 为 R 的 圆 弧 槽 中 作 无 滑动 的 滚动 。 设 0A 一 AB 一 R= 二 2r 一 lm， 求 如 图 8. 49 
所 示 瞬 时 点 B 和 C 的 速度 和 加 速度 。 
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图 8.48 题 四 (19) 图 图 8.49 题 四 (20) 图 
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质点 动力 学 基本 方程 
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质点 动力 学 基本 问题 掌握 两 类 蕉 本 问题 的 求解 方法 微分 和 积分 
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其 有 亲人 


动力 学 研究 物体 的 运动 与 作用 于 物体 上 的 力 之 间 的 关系 。 动 力学 的 科学 基础 以 及 整 
个 动力 学 的 黄 定 时 期 在 17 世纪 。17 世纪 初期 ， 意 大 利 物 理学 家 和 天 文学 家 伽利略 创立 
了 惯性 定律 ， 首 次 提出 了 加 速度 的 概念 并 把 力学 建立 在 科学 实验 的 基础 上 。 他 用 实验 
揭示 了 物质 的 惯性 原理 ， 用 物体 在 光滑 斜面 上 的 加 速 下 滑 实 验 ， 揭 示 了 等 加 速 运动 规 
律 ， 并 认识 到 地 面 附近 的 重力 加 速度 值 不 因 物 体 的 质量 而 异 ， 它 近似 一 个 常量 ， 进 而 研 
究 了 抛射 运动 和 质点 运动 的 普遍 规律 。 伽 利 略 的 研究 开创 了 为 后 人 所 普遍 使 用 的 、 从 实 
验 出 发 又 用 实验 验证 理论 结果 的 治学 方法 。 

17 世纪 ， 英 国 科学 家 牛顿 和 德国 数学 家 菜 布 尼 蒋 建立 的 微 积 分 学 ， 使 动力 学 研究 
进入 了 一 个 新 新 的 时 代 。 和 牛顿 推广 了 力 的 概念 ， 引 入 了 质量 的 概念 ， 总 结 出 了 机 械 运动 
的 三 定律 ， 黄 定 了 经 典 力 学 的 基础 。 他 在 1687 年 出 版 的 臣 著 尿 自然 哲学 的 数学 原理 》 
中 ， 明 确 地 提出 了 惯性 定律 、 质 点 运动 定律 、 作 用 和 反作用 定律 、 力 的 独立 作用 定律 
他 在 寻找 落体 运动 和 天 体 运 动 的 原因 时 , 发现 了 万 有 引 为 定律 ， 并 根据 它 导 出 了 开 普 勤 
定律 ， 验 证 了 月 球 绕 地 球 转 动 的 向 心 加 速度 同 重 办 加 速度 的 关系 ， 说 明了 地 球 上 的 潮汐 
现象 ， 建 立 了 十 分 严格 而 完善 的 力学 定律 体 汰 。 

动力 学 以 牛顿 第 二 定律 为 核心 ， 这 企 定 律 指 出 了 力 、 加 速度 、 质 量 三 者 间 的 关系 。 
牛顿 首先 引入 了 质量 的 概念 ， 而 把 它 和 观 体 的 重力 区 分 开 来 ， 说 明 物 体 的 重力 只 是 地 球 
对 物体 的 引力 。 作 用 和 反作用 定律 建立 以 后 ， 人 们 开展 了 质点 动力 学 的 研究 。 

17 世纪 荷兰 科学 家 惠 更 斯 通过 对 摆 的 观察 ,得 到 本地 球 重 力 加 速度 ， 建立 了 摆 的 
运动 方程 。 患 更 斯 又 在 研究 锥 摆 时 确立 了 离心 力 的 概念 ; 此 外 ， 他 还 提出 了 转动 惯量 的 
概念 。 





太阳 系 行星 





神 六 降落 伞 机 器 人 足球 比赛 


以 牛顿 和 菜 布 尼 蒋 所 发 明 的 微 积分 为 工具 ， 瑞 士 数 学 家 工 . 欧 拉 系统 地 研究 了 质点 
动力 学 问题 ， 并 商定 了 刚体 力学 的 基础 。18 世纪 ， 欧 拉 把 牛顿 第 二 定律 推广 到 刚体 ， 
应 用 三 个 欧 拉 角 来 表示 刚体 绕 定 点 的 角 位 移 ， 又 定义 转动 惯量 ， 并 导出 了 刚体 定点 转动 
的 运动 微分 方程 。 这 样 就 完整 地 建立 了 描述 具有 六 个 自由 度 的 刚体 普遍 运动 方程 ， 从 而 
黄 定 了 刚体 力学 的 基础 。 

对 动力 学 的 研究 使 人 们 掌握 了 物体 的 运动 规律 ， 并 能 够 为 人 类 更 好 的 服务 。 例 如 ， 
牛顿 发 现 了 万 有 引力 定律 ， 解 释 了 开 普 勒 定律 ， 为 近代 星际 航行 ,发射 飞行 器 考察 月 
球 、 火 星 、 金 星 等 开辟 了 道路 。 动 力学 的 形成 和 发 展 是 与 生产 的 发 展 密切 联系 的 。 特 别 
是 现代 工业 和 科学 技术 迅速 发 展 的 今天 ， 对 动力 学 提出 了 更 复杂 的 课题 。 例 如 ， 高 速 运 
转机 械 的 动力 计算 、 高 层 结构 受 风 载 及 地 震 的 影响 、 宇宙 飞行 及 火箭 推进 技术 ， 以 及 机 
器 人 的 动态 特性 等 ， 都 需要 应 用 动力 学 的 理论 。 份 


9.1 动力 学 的 任务 


动力 学 研究 作用 于 物体 上 的 力 和 物体 运动 状态 变化 之 间 的 关系 。 在 静 力 学 中 ， 研 究 了 
物体 的 受 力 分 析 、 力 系 的 简化 与 平衡 心 以 及 力 系 的 平衡 条 件 ， 而 没有 涉及 物体 受 不 平衡 力 
系 作 用 后 物体 的 运动 。 在 运动 学 小心 一 般 只 是 从 几何 方面 研究 物体 的 运动 ， 如 运动 的 轨 
迹 、 速 度 和 加 速度 ， 而 未 涉及 引起 物体 运动 的 物理 因素 ， 全 的 全 
等 。 下 面 我 们 要 研究 的 动力 学 与 则 要 综合 应 用 静 为 学 中 的 受 力 分 析 和 运动 学 中 的 运 
析 ， 建 立 作 用 于 物体 的 力 和 物体 的 运动 状态 变化 之 间 的 关系 。 

在 动力 学 中 经 常用 到 的 两 种 力学 模型 是 质点 和 质点 系 。 所 谓 质点 是 指 具有 一 定 质量 而 
几何 形状 和 尺寸 大 小 可 以 忽略 不 计 的 物体 > 例如， 在 研究 人 造 地 球 卫 星 的 轨道 时 ， 卫 星 的 
形状 和 大 小 对 所 研究 的 问题 没有 什么 影响 ， 可 以 忽略 不 计 。 因 此 ， 可 将 卫星 抽象 为 一 

量 集中 在 重心 的 质点 。 刚 体 平 动 时 ， 因 刚体 内 各 点 的 运动 情况 完全 相同 ， 也 可 以 不 考虑 这 
个 刚体 的 形状 和 大 小 ， 而 将 它 抽 象 为 一 个 质点 来 研究 。 如 果 物 体 的 形状 和 大 小 在 所 研究 的 
问题 中 不 可 忽略 ， 则 物体 应 抽象 为 质点 系 。 所 谓 质 点 系 是 指 由 许多 (可 能 有 无 限 个 ) 相 互联 
系 着 的 质点 所 组 成 的 系统 。 在 实际 问题 中 ， 并 不 是 所 有 的 物体 都 可 以 抽象 为 单个 的 质点 
当 不 能 抽象 为 单个 质点 时 ， 可 把 它 看 做 由 许多 质点 组 成 的 质点 系 。 刚 体 可 以 看 做 由 无 数 个 
质点 组 成 的 ， 并 且 其 内 任意 两 质点 间 的 距离 都 保持 不 变 的 质点 系 ， 故 称 为 不 变质 点 系 。 

动力 学 的 内 容 极为 丰富 ， 并 且 随 着 科学 技术 的 发 展 在 不 断 发 展 。 动 力学 在 工程 技术 中 
的 应 用 也 极为 广泛 ， 如 各 种 机 器 、 机 构 等 的 设计 ， 航 空 航天 技术 等 ， 都 要 用 到 动力 学 的 
知识 。 

动力 学 可 分 为 质点 动力 学 和 质点 系 动力 学 ， 前 者 是 后 者 的 基础 。 











9.2 动力 学 的 基本 定律 


质点 动力 学 的 基础 是 三 个 基本 定律 这 些 定律 是 牛顿 在 总 结 前 人 ， 特 别 是 伽利略 研究 


1871 


VE 理论 力学 (第 2 版 ) snneecc- 


1188 


成 果 的 基础 上 提出 来 的 ， 称 为 牛顿 三 定律 。 
第 一 定律 (惯性 定律 ) : 质点 如 不 受 力作 用 ， 则 保持 其 运动 状态 不 变 ， 即 保持 静止 或 做 
匀速 直线 运动 。 不 受 力作 用 (包括 受 平 衡 力 系 作用 ) 的 质点 ， 其 运动 状态 保持 不 变 的 性 质 称 
为 惯性 ， 匀 速 直线 运动 称 为 惯性 运动 。 第 一 定律 明确 指出 了 物体 运动 状态 发 生变 化 的 原 
因 ， 提 出 了 惯性 的 概念 。 
第 二 定律 ( 力 与 加 速度 之 间 的 关系 的 定律 ): 质点 因 受 力作 用 而 产生 加 速度 ， 其 大 小 与 
E 用 于 质点 的 力 的 大 小 成 正比 而 与 质量 成 反比 ， 或 者 质点 的 质量 与 加 速度 的 乘积 ， 等 于 作 
月 于 质点 的 力 的 大 小 ， 加 速度 的 方向 与 力 的 方向 相同 ， 即 
ma=F C= 
第 二 定律 建立 了 质点 的 质量 、 作 用 于 质点 的 力 和 质点 运动 加 速度 三 者 之 间 的 关系 ， 并 
由 此 可 直接 导出 质点 的 运动 微分 方程 ， 它 是 解决 动力 学 问题 最 根本 的 依据 。 式 (9 - 1) 表 
上 明 ， 质 点 的 质量 越 大 ， 其 运动 状态 越 不 容易 发 生 改 变 ， 也 就 是 质点 的 惯性 越 大 。 因 此 ， 质 
量 是 物体 惯性 的 度量 。 NAN 
当 质点 同时 受到 几 个 力 的 作用 时 ， 式 (9-1) 中 的 更 应 为 此 汇 交 力 系 的 合力 ， 此 时 ,第 
二 定律 可 表示 为 \\ 









































ma = > F 大 (9=27 

在 国际 单位 制 (SD 中 ,长 度 、 质量 和 时 间 的 单位 是 基本 单位 ， 分 别 取 为 m( 米 )、kg 

(千克 ) 和 s( 秒 ); 力 的 单位 是 导出 单位 > 质量 为 1kg 的 质点 ， 获 得 1m/s 的 加 速度 时 ， 作 

用 于 该 质点 的 力 为 1N( 牛 顿 )， 即 ve 

E MN=1kgx1m/ 有 ty 

在 精密 仪器 工业 中 * 也 用 厘米 克 秒 制 (CGS) 。 在 厘米 克 秒 制 中 。 长 度 、 质 量 和 时 间 的 
单位 分 别 是 cm( 厘 米 )、 双 而 和 s( 秒 )， 此 时 , 为 的 单位 是 dyn( 达 因 )， 即 








oe ldyns= IgX Tem/s’ 
ee A 
1N=10’dyn 

第 三 定律 (作用 与 反作用 定律 ) : 两 个 物体 间 的 作用 力 与 反作用 力 总 是 大 小 相等 、 方 向 
相反 、 沿 着 同一 直线 ， 且 同时 分 别 作用 在 两 个 物体 上 。 第 三 定律 说 明了 力 的 产生 是 由 于 两 
个 物体 相互 作用 而 引起 的 。 

| 这 个 定律 不 仅 适用 于 静止 (平衡 ) 状 态 的 物体 ， 而 且 同 样 适用 于 运动 











状态 的 物体 。 这 个 定律 对 于 研究 质点 系 动力 学 问题 具有 特别 重要 的 意义 ， 它 给 出 了 质点 系 
中 各 质点 间 相 互 作 用 力 的 关系 ， 使 我 们 有 可 能 将 质点 动力 学 理论 应 用 到 质点 系 的 动力 学 
问题 。 

















必须 指出 ， 以 上 提 到 的 牛顿 三 定律 只 在 一 定 范围 内 适用 。 三 个 定律 适用 的 参考 系 称 为 
惯性 参考 系 。 在 一 般 的 工程 问题 中 ， 把 固 结 于 地 面 或 固 结 于 相对 于 地 面 做 匀速 直线 运动 的 
物体 上 的 坐标 系 作为 惯性 参考 系 。 以 牛顿 三 定律 为 基础 的 力学 称 为 古典 力学 。 在 古典 力学 
范畴 内 ， 认 为 质量 是 不 变 的 量 ， 空 间 和 时 间 是 “绝对 的 "， 与 物体 的 运动 无 关 。 对 于 一 般 
工程 中 的 机 械 运动 问题 ， 应 用 古典 力学 都 可 以 得 到 足够 精确 的 解答 。 只 是 当 物 体 的 速度 接 
近 于 光速 ,或 所 研究 的 现象 涉及 物体 的 微观 世界 时 ， 古 典 力学 才 不 再 适用 ， 而 需要 应 用 相 
对 论 力学 或 量子 力学 来 研究 。 




















9.3 质点 运动 微分 方程 


9.3.1 质点 运动 微分 方程 的 三 种 表示 法 


设 质点 M 的 质量 为 m， 在 诸 力 FI ，F;,，…，, 的 作用 下 沿 曲线 运动 ， 如 图 9. 1 所 
示 。 质 点 动力 学 基本 方程 为 
ma= EF 


由 于 4a 一 入， 上 上 式 可 写 为 


Er 
Ma 一 也 


dr 要 
式 (9 -3) 称 为 质点 运动 微分 方程 的 矢量 式 。 将 式 (9 -3) 
投影 到 直角 坐标 轴 上 ， 有 * 


| 


(9=3) 





图 9.1 质点 在 多 力作 用 下 的 运动 
(9 一 4) 








a 
式 (9 - 4) 为 直角 坐标 形式 的 质点 运 5S 权 币 分 车 
式 中 ， ys 为 质点 M 的 坐标 ， FF,、 沁 ,人 汪 F. 为 作用 于 质点 的 各 力 在 + 、y、 
< 轴 上 上 的 投影 的 代数 和 ， 
将 式 (9 3 投影 到 自然 坐标 轴 上 ， 大 





dy 吕 
n = DF, 
a r 
m=DF, 人 
p 
0= EF, 


式 (9-5) 为 自然 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 

式 中 ，* 为 质点 沿 已 知 轨 迹 的 弧 坐 标 ; p 为 运动 轨迹 在 该 点 处 的 曲率 半径 ; v 为 质点 的 
运动 速度 的 大 小 ，F,、F,、F; 为 作用 于 质点 的 各 力 在 切线 、 法 线 及 副 法 线 上 的 投 
影 的 代数 和 。 


9. 3.2 质点 动力 学 的 两 类 基本 问题 



































1. 第 一 类 问题 
已 知 质点 的 运动 ， 求 作用 于 质点 上 的 力 。 求 解 这 类 问题 一 般 说 来 是 比较 简单 的 ， 因 为 
这 类 问题 实际 上 是 一 个 求 导数 的 运算 
求解 这 类 动力 学 问题 的 步骤 可 大 致 归纳 如 下 。 
(1) 选取 研究 对 象 ， 画 受 力图 。 
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(2) 分 析 运 动 ， 根 据 给 定 的 条 件 ， 分 析 某 瞬时 的 运动 情况 。 

(3) 根据 研究 对 象 的 运动 情况 , 列 质点 的 运动 微分 方程 。 

(4) 求解 未 知 量 。 

2. 第 二 类 问题 

已 知 作用 于 质点 上 的 力 ， 求 质点 的 运动 。 求解 这 类 问题 一 般 来 说 比较 复杂 。 一 方面 这 
类 问题 实际 上 是 一 个 求 积分 的 运算 ， 积分 时 出 现 的 积分 常数 必须 由 质点 运动 的 初始 条 件 
(质点 的 初 位 置 和 初速 度 ) 来 确定 ; 另 一 方面 作用 于 质点 的 力 可 能 是 常 力 ， 也 可 能 是 随时 


间 、 位 置 或 速度 变化 的 力 ， 求解 时 还 要 根据 质点 受 力 的 不 同情 况 ， 进行 循环 求 导 ( 如 时 一 





至 坚 -z 经 ) ， 便 于 分 离 变量 进行 积分 。 这 也 增加 了 第 二 半 问 题 的 求解 难度 。 求 解 第 二 


类 问题 时 ， 求 解 的 步骤 和 第 一 类 问题 求解 的 步骤 基本 相同 。 KN 

【 例 9-1】 质量 为 m 的 质点 M 在 坐标 平面 Ory 内 运动 ， 已 知 其 运 动 方程 为 工 一 
acoswt，y 二 bsinwt， 其 中 a、b 和 w 均 为 常数 ， 求 质点 所 受到 的 力 ， 

解 : 本 题 已 知 质 点 的 运动 方程 ， 求 作用 于 质点 的 力 、 应 用 直角 坐标 形式 的 质点 运动 微 
分 方程 ， 可 得 质点 所 受 的 力 在 x、 > 轴 上 上 的 投影 的 代数 和 分 别 为 


maw coswt 一 一 7 x 








ZF, = Abo sinwt= 二 加 wy 


di 
【 例 9-2】 质量 为 1kg 药 重 牺 M， 系 于 长 度 为 X 一 03m 的 线 上 ， 线 的 另 一 端 固定 于 
天 花 板 上 的 万 点， 重 物 在 永 平面 内 作 匀速 圆周 运动 而 使 悬 线 成 为 一 圆锥 面 的 母线 ， 且 悬 线 
与 铺 直线 间 的 夹 角 恒 为 607， 如 图 9.2 所 示 试 求 重 物 的 速度 和 线 上 的 张力 。 
“~ - 解 : 选择 重 物 M 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 
国庆 的 近 动 宙 进 为 国 网 ， 计 用 生 检 兴 人 
。 形式 的 质点 运动 微分 方程 


























几 型 一 了 FF， 一 0 (a) 
m 艺 一 也 TF,=Fsin60° (b) 
图 9.2 例 9-2 图 0 一 Fcos60 一 mg (c) 
由 式 (a) 可 知 ，v 一 常数 ,由 式 (c) 可 知 下 一 2mg 一 19. 6N。 将 下 的 值 代 入 式 (b)， 可 得 
0 2 


m 
【 例 9-3】 如 图 9.3 所 示 的 单 摆 ， 摆 长 为 /， 摆 锤 的 质量 为 m， 初 始 时 将 摆 锤 拉 到 最 
大 偏 角 pg。， 然 后 无 初速 度 释放 ， 试 求 单 摆 的 运动 方程 。 
解 : 选择 摆 锤 为 研究 对 象 ， 分 析 受 力 如 图 9. 3 所 示 。 摆 锤 的 运动 轨迹 为 圆周 ， 选 用 自 
然 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 。 


将 a 一 所 ， >F.== 一 mgsing， 代 入 上 式 ， 可 得 


N90 


m dv Sin 
a gsing 


而 z 一 到 一 号 0p) 一 19， 代入 上 式 ， 可 得 


mlg =—mgsing 
由 于 p 较 小 ，sinp<*p， 上 面 的 运动 微分 方程 可 写 为 


$+#p=0 
L (3 
引入 k= 区 ， 则 上 式 可 写 为 多 十 如 g 一 0， 它 的 通 解 为 | 
9 一 Acos(At 十 D) 图 9.3 例 9-3 图 
始 条 件 有 ?|,-,= 王 Am，z|,-*=(L09)|,-, 于 0， 可 得 入 
Acosp 王 mw r: KK > 
—Aksing=0 SN 
解 得 : 8p=0，A=Y 这 样 单 摆 的 运动 方程 可 表示 为 从 : 


p=po coskt. A 下 
3 LN 和 
这 是 一 个 周期 函数 ， i 

【 例 9 - 4】 试 求 脱离 地 球 引力 场 的 字 窑 飞船 所 需 的 最 小 初速 度 。 

解 : 取 地 球 中 心 0 为 坐标 原点 ,坐标 轴 + 垂直 向 上 ,不妨 设 地 球 的 半径 为 R， 地 球 的 
质量 为 M， 飞船 的 质量 为 me- 职 居 凡 人 为 研究 对 象 、 受 因 从 忻 如 图 了 4 所 示 。 正 是 地 球 对 
飞船 的 引力 ， 可 表示 为 、，， 

入 








yy 
在 地 球 前 里 甸 Re 即 有 








mg = LL 
可 得 
ffM= gR 
这 样 ， 引 力 可 表示 为 
P= mg 
天 
飞船 的 运动 微分 方程 可 表示 为 
图 9.4 例 9-4 图 dr__mgR’ 
Lr 
de: 及 
将 上 式 改 写 为 
dv__gR 
dt 7 
dp_dzdz_ dv 让 2 坟 
而 型 一 下 至 一 。 钳 ， 代 入 上 式 ,可 得 
dR 
“二 ee 
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即 


vdv 王 一 EE qr 
于 


下 vdv 一 [ SR 
| 瑟 


两 边 同时 积分 ， 可 得 


即 
#2gR"( 寺 二) 
欲 使 飞船 脱离 地 球 引 力 范围 ， 则 当 zx 一时, v 宇 0。 取 v= 二 0,， R= 二 6370km, g 一 
9. 8m/s*， 可 得 A 


w= VagR=11. 2kg/s / 4 CN 
这 就 是 宇宙 于 办 国 的 最 人 和 ` 称 为 第 二 宇宙 速度 。 
【 例 9-5】 如 图 9.5(a) 所 示 质 量 为 m 的 小 球 忆 ， 用 两 根 长 均 为 工 的 细 长 杆 支持 ， 球 
和 杆 一 起 以 匀 角 速度 w 绕 铅 垂 轴 AB 转 Gh 设 闪 B 三 2a， 不 计 各 杆 自重 , 求 两 杆 所 受 
的 力 。 ,AX 









图 9.5 例 9-5 图 


解 : 取 小 球 C 为 研究 对 象 ， 因 为 AC、BC 均 为 二 力 杆 ,假设 均 受 拉力 ， 则 小 球 C 的 
受 力图 如 图 9. 5(b) 所 示 。 列 直角 坐标 形式 的 质点 运动 微分 方程 


一 Fecscosa 一 Fea cosa=—mow: R 


Fe sina 一 Feassina 一 mg 一 0 














式 中 ,R= VL 二 a? ,sina 二 人 ,cosa 了 代入 上 式 , 可 得 


起 
Fo =9E ats) 
Fcs= = (wa— gg) 


【 例 9-6】 滑翔 机 受到 大 小 为 R= 二 kmv， 方 向 与 速度 方向 相反 的 空气 阻力 作用 , 为 
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比例 系数 ,wm 为 滑翔 机 的 质量 ,wv 为 滑翔 机 的 飞行 速度 大 小 。 在 1 二 0 时 ,vw 二 wv。， 试 求 滑 
翔 机 由 :一 0 瞬时 到 任意 时 刻 所 飞 过 的 距离 (假设 滑翔 机 是 沿 水 平 直 线 方向 飞行 的 )。 

解 : 以 滑翔 机 初始 滑行 的 位 置 为 坐标 原点 ,滑翔 机 水 平 飞 行 直线 为 + 轴 ， 由 题 意 列 出 
滑翔 机 运动 微分 方程 





mz =—kmv 


即 


上 式 也 可 写成 


两 边 积 分 ， 可 得 


即 





又 因为 v 一 至 ,所 以 有 WS 





du d=wew Yd» 


x 


两 边 再 积分 一 次 ， 可 得 清 翔 机 由 /一 0 瞬时 到 任意 时 刻 所 飞 过 的 距离 





《<— -YY 3% ) 


| a 
通过 以 上 沁 个 例子 ， 可 以 将 求解 质点 动力 学 问题 的 一 般 解 题 步骤 归纳 如 下 。 
(1) 确定 研究 对 象 ， 并 将 其 抽象 为 质点 。 
(2) 对 研究 对 象 进行 受 力 分 析 和 运动 分 析 ， 并 画 出 其 受 力 图 。 
(3) 根据 问题 的 特点 ， 选 取 适 当 的 坐标 系 ， 建 立 质点 的 运动 微分 方程 。 
(4) 解 方程 ， 求 出 未 知 量 。 


小 结 


动力 学 的 任务 是 研究 作用 于 物体 上 的 力 和 物体 运动 状态 变化 之 间 的 关系 。 

牛顿 三 定律 适用 于 惯性 参考 系 ， 牛 顿 第 一 定律 和 第 二 定律 阐明 了 质点 的 力 与 质点 运动 
状态 变化 的 关系 ， 牛顿 第 三 定律 阐明 两 物体 相互 作用 力 的 关系 。 牛 顿 三 定律 是 质点 动力 学 
的 基础 ， 三 个 定律 适用 的 参考 系 称 为 惯性 参考 系 。 

质点 动力 学 的 基本 方程 wa 二 之 斑 ， 应 用 时 取 投 影 形 式 。 质 点 动力 学 基本 定律 是 研究 动 
力学 的 理论 基础 ， 必 须 牢 牢 掌握 。 

质点 动力 学 可 分 为 两 类 基本 问题 。 

第 一 类 问题 : 已 知 质点 的 运动 ， 求 作用 于 质点 上 的 力 。 求 解 这 类 问题 一 般 说 来 是 比较 
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简单 的 ， 因 为 这 类 问题 实际 上 是 一 个 求 导数 的 运算 。 
第 二 类 问题 : 已 知 作用 于 质点 上 的 力 ， 求 质点 的 运动 。 这 类 问题 实际 上 是 一 个 求 积分 
的 运算 ， 积 分 时 出 现 的 积分 常数 必须 由 质点 运动 的 初始 条 件 ( 质 点 的 初 位 置 和 初速 度 ) 来 


习 题 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “\/”， 错 误 的 打 “X”) 

1. 凡是 适合 于 牛顿 三 定律 的 坐标 系 称 为 惯性 参考 系 。 

2. 一 质点 仅 受 重力 作用 在 空间 运动 时 ， 一 定 是 直线 运动 。 ， 

3， 两 个 质量 相同 的 物体 ， 若 所 受 的 力 完 全 相同 ， 则 其 运动 网 律 也 相同 。 
4. 质点 的 运动 不 仅 与 其 所 受 的 力 有 关 ， WE 件 有 关 。 
5 
6 





， 凡 运动 的 质点 一 定 受 力 的 作用 。 \ 
.质点 的 运动 方向 与 作用 于 质点 上 的 合 合力 方向 柱 同一 







二 、 填 空 题 
1 质点 是 指 可 以 忽略 不 计 7 但 里 有 一 定 。 ”的 物体 。 
2, 质点 动力 学 的 基本 方程 是 下 写成 自然 坐标 投影 形式 为 。 


3. 质点 保持 其 原 有 运动 状态 不 变 
4 质量 为 的 质点 灌 直 线 运 动 ， 其 运动 规律 为 二 十 至， 其 中 wm 为 初速 度 ， 


为 常数 ， 出 作 用 于 质 县 下 旋 的 大 小 下 - 人 

5 飞机 以 匀速 % 在 销 直 平面 内 兴 半生 为 7 的 大 圆 弧 飞行 。 飞 行 员 体重 为 P， 则 飞行 员 
对 座 椅 的 最 大 压力 为 P 

三 、 选 择 题 、 

1. 如 图 9. 6 所 示 ， 质量 为 六 的 物 块 A 放 在 升降 机 上 ， 当 升降 机 以 加 速度 a 向 上 运动 
时 ， 物 块 对 地 板 的 压力 等 于 ( 。”)，。 

A. mg B. m(gta) CG mig—a) D. 0 

2. 如 图 9. 7 所 示 一 质量 弹簧 系统 ， 已 知 物 块 的 质量 为 六 ， 弹 簧 的 刚度 系数 为 c， 静 伸 
长 量 为 6.， 原 长 为 /,， 若 以 弹 得 未 伸 长 的 下 端 为 坐标 原点 ， 则 物 块 的 运动 微分 方程 可 写成 
( 





Wr B. 二 十 所 (x 一 6.) 一 0 


771 





人 2 中 i 6.)=g EG: 主 十 太 (zx 十 6,) 二 0 


3. 在 介质 由 上 抛 一 质量 为 m 的 小 球 , 已 知 小 球 所 受阻 力 R 二 一 ky， 坐标 选择 如 图 9. 8 
所 示 ， 试 写 出 上 升 段 与 下 降 段 小 球 的 运动 微分 方程 ， 上 升 段 ( )， 下 降 段 ( Ys 
A. mz =—mg—kz B. mz =—mgtkz 





C. —mz =—mg—kz D. —mz =—mgt+kz 
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O 
图 9.6 题 三 (1) 图 图 9.7 题 三 (2) 图 图 9.8 题 三 (3) 图 
四 、 计 算 题 入 


1. 质量 为 六 的 物体 放 在 匀速 转动 的 水 平 转台 上 ， 它 与 加 大 的 距离 为 如 图 9.9 所 
示 。 设 物体 与 转台 表面 的 摩擦 因数 为 /， 求 3 当 物 体 不 数 国 续 族 转 而 潮 出 时 ， 水 平台 的 最 
大 转速 

2， 如 图 9. 10 所 示 离 心 浇注 装置 中 、 电动 机 欠 汉 支 近 轮 A、B 作 同 向 转动 ， 管 模 放 在 
两 轮 上 靠 摩擦 传动 而 旋转 。 铁 水 浇 入 后 ， 将 均匀 地 紧 贴 管 模 的 内 壁 而 自动 成 型 ， 从 而 可 得 
到 质量 密实 的 管 形 铸件 。 如 已 知 管 模 内 径 卫 一 400mm， 求 管 模 的 最 低 转速 。 








图 9.9 题 四 (1) 图 图 9.10 题 四 (2) 图 


3, 物体 自 地 球 表 面 以 速度 w 被 铅 直 上 抛 。 试 求 该 物体 返回 地 面 时 的 速度 wm 。 假 定 空 
气 阻力 R= 一 mkv*， 其 中 上 是 比例 常数 ， 按 数值 等 于 单位 质量 在 单位 速度 时 所 受 的 阻力 。 
m 是 物体 质量 ,wv 是 物体 的 速度 ,重力 加 速度 认为 不 变 。 

4. 静止 中 心 O 以 引力 下 一 包 mr 吸引 质量 是 m 的 质点 M， 其 中 上 是 比例 常数 ，r=OM 
是 点 M 的 矢 径 。 运动 开 始 时 OM, =0， 初 速度 为 w 并 与 OM 的 夹 角 为 c， 如 图 9. 11 所 示 。 
求 质点 M 的 运动 方程 。 

5. 如 图 9. 12 所 示 ， 胶 带 运输 机 伯 料 时 ， 物 料 以 初速 度 w 脱离 胶带 ， 设 w 与 水 平 线 
的 夹 角 为 <。 求 物体 脱离 胶带 后 ， 在 重力 作用 下 的 运动 方程 。 

6. 滑翔 机 受 空气 阻力 R= 一 kmv 作用 ， 其 中 为 比例 系数 ,wm 为 滑翔 机 质量 ,wv 为 滑 
翔 机 的 速度 。 在 1 一 0 时 ， 有 v 一 ww ， 试 求 滑翔 机 由 瞬时 :一 0 到 任意 时 刻 t 所 飞 过 的 距离 
(假设 滑翔 机 是 沿 水 平 直 线 飞 行 的 ) 。 
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7. 一 物体 质量 m= 二 10kg， 在 变 力 下 二 100(1 一 +) 作 用 下 运动 。 设 物体 初速 度 w 一 
0.2m/s， 开 始 时 力 的 方向 与 速度 方向 相同 。 问 经 过 多 少时 间 后 物体 速度 为 零 ， 此 前 走 了 
多 少 路 程 ? 














四 





图 9.11 题 四 (4) 图 图 9, 二 < 题 下 (8) 图 


8. 质量 为 2kg 的 滑 块 M 在 力 F 作用 下 沿 杆 AB 运动 ， 杆 AB 在 铅 直 平 面 内 绕 A 转动 ， 
如 图 9. 13 所 示 。 已 知 ;二 41，p 二 54(s 的 单位 为 mp 的 单位 为 rad， 1 的 单位 为 s)， 滑 块 
与 杆 AB 的 摩擦 因数 为 了 一 0. 1。 试 求 /==2s 时 力 的 头 小 。 

9. 质量 为 m 的 小 球 C， 用 两 根 长 为 忆 的 细 长 杆 支持 ， 如 图 9. 14 所 示 。 球 和 杆 一 起 以 
匀 角 速度 w 绕 铅 垂 轴 AB 转动 ， 设 AB=:2u。 不 计 杆 自重 ， 求 各 杆 所 受 的 力 。 








图 9.13 题 四 (8) 图 图 9.14 题 四 (9) 图 














10. 如 图 9.15 所 示 . 电机 A 重量 为 0. 6kN， 通过 连接 弹簧 放 在 重量 为 5kN 的 基础 上 ， 
强 筑 的 重量 不 计 。 电 机 沿 铅 垂 线 以 规律 * 一 Bcos 2 作 简谱 运动 。 式 中 ， 振 幅 B 一 0. lem， 
周期 ==0. 1s， 试 求 支撑 面 CD 所 受 压力 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

11. 如 图 9. 16 所 示 ， 在 三 棱 体 ABC 的 粗 烽 斜面 上 放 有 重 为 W 的 物体 M. 三 棱 体 以 匀 
加 速度 a 沿 水 平方 向 运动 。 为 使 物件 M 在 三 棱 体 上 处 于 相对 静止 状态 ， 试 求 加 速度 的 最 
大 值 ， 以 及 这 时 M 对 三 棱 体 的 压力 。 假 设 摩擦 因数 为 /， 并 且 /二 tana。 

12. 质量 为 m 的 质点 受到 已 知 力 作用 沿 直线 运动 .该 力 按 规律 下 = Focoswt 变化 ， 
其 中 F,、w 为 常数 。 当 开始 运动 时 ,质点 已 具有 初速 度 z, 二 vw， 试 求 质 点 的 运动 
规律 。 
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图 9.15 题 四 (10) 图 图 9.16 题 四 (11) 图 
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其 有 人 宣 


动量 定理 是 动力 学 普遍 定理 之 一 ， 它 给 出 质点 系 的 动量 和 质点 系 所 受 机 械 作用 的 冲 
量 之 间 的 关系 。 动 量 定理 在 人 们 的 日 常生 活 和 工程 实践 中 有 相当 广泛 的 应 用 。 例如， 用 
椰 头 斋 击 铁 钉 ， 比 起 用 一 根 质量 相同 的 木头 敲 击 更 容易 使 铁 钉 进入 木板 。 人 们 常 在 船 的 
四 周 绑 些 废旧 的 轮胎 ， 这 样 船 靠 岸 时 可 减少 船 与 岸 之 间 的 碰撞 力 。 跳 高 运动 所 用 的 海绵 
垫 可 使 运动 员 落地 时 不 受 损 伤 。 台 球 开 球 后 向 四 处 散 开 、 烟 花 爆 炸 后 在 空中 向 四 周 绽 
放 ， 纲 丽 无 比 ， 其 实 它们 都 遵循 二 维和 三 维 空间 中 动量 守恒 定律 。 在 机 械 行业 的 锻压 加 
工 中 ， 也 是 利用 锻 狂 的 冲 量 而 使 锻件 变形 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 我 们 不 仅 可 以 掌握 动量 定 
理 的 基础 知识 ， 还 能 自觉 地 利用 动量 定理 来 分 析 处 理 日 常生 活 和 工程 实际 中 的 一 些 
问题 。 


弓 





分 散 开 来 的 台球 美丽 的 烟花 


10.1 动量 与 冲 量 


第 9 章 介绍 了 质点 动力 学 基本 方程 ， 通 过 建立 质点 运动 微分 方程 ， 可 以 求解 质点 动力 
学 两 类 基本 问题 。 若 已 知 作用 于 质点 上 的 力 ， 则 只 需 对 其 运动 微分 方程 进行 积分 ， 应 用 初 
始 条 沈 可 得 到 质点 的 运动 方程 ， 这 样 也 就 给 出 了 质点 ee 和 
中 ,我 们 经 常 要 研究 由 有 限 个 或 无 限 个 相互 联系 的 质点 组 成 的 质点 系 。 i 点 系 的 动力 学 
问题 ， 原 则 上 可 对 每 个 质点 建立 其 运动 微分 方程 ， 得 到 一 个 微分 方 oa 
的 约束 条 件 和 运动 初始 条 件 ， 可 得 到 质点 系 中 每 个 质点 的 运动 方程 。 但 是 ， 出 于 两 个 方面 
的 原因 ， 我 们 在 求解 质点 系 动力 学 问题 时 一 般 不 采用 上 述 方法 。 一 个 原因 是 求解 微分 方程 
组 在 数学 上 存在 相当 的 困难 ， 即 使 是 使 用 电子 计算 机 ， 往 往 也 只 能 求 出 这 类 问题 的 近似 数 
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值 解 。 另 一 方面 ,实际 问题 往往 只 要 求 了 解 整个 质点 系 的 某 些 运动 量 ， 而 无 须 对 每 个 质点 
的 运动 情况 进行 分 析 ， 因此 ， 对 于 许多 质点 系 的 动力 学 问题 经常 应 用 动力 学 普遍 定理 来 
求解 。 动 力学 普遍 定理 包括 动量 定理 、 动 量 矩 定理 和 动能 定理 ， 它 们 从 不 同 的 侧面 揭示 了 
质点 和 质点 系 总 体 的 机 械 和 运动 量 与 其 受 力 之 间 的 关系 ， 可 用 以 求解 质点 或 质点 系 的 动力 学 
问题 。 


10.1.1 动量 


大 家 都 熟知 ， 从 枪 口 发 出 的 子弹 质量 虽 小 ， 但 由 于 其 速度 很 大 ， 以 至 可 以 穿 透 钢板 ; 
万 吨 巨 轮 靠近 码头 时 虽然 速度 很 小 ,但 由 于 质量 很 大 ， 所 以 巨轮 靠近 码头 时 要 特别 当心 ， 
否则 可 能 发 生 将 码头 或 轮船 撞 毁 的 事故 ; 而 秋天 畦 落 的 叶子 ， 由 于 质量 和 速度 都 很 小 ， 落 
到 人 头 上 痢 无 妨 。 这 几 个 事例 说 明 ， 动量 这 个 机 械 运动 量 和 该 六 物体 的 质量 成 正比 ， 也 和 该 
物体 的 运动 速度 成 正比 。 用 物体 的 质量 与 物体 速度 的 乘积 来 度 时 物体 的 机 械 运 动 基 ， 称 为 
动量 。 动 量 是 度量 物体 机 械 运 动 强度 的 物理 量 。 SN 


.质点 的 动量 | AN 
ai te RA 
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(C0= 





Pb:—=mu “ps Pp: =mv: (C10=2) 
动量 的 量 纲 为 WA » <| 

全 盘 ] [质量 ] 。 [速度 J] 二 MET 
在 国际 单位 制 中 ， 动 扯 的 单位 是 千克 。 */ 秒 (i Ih/s)。 


2 质点 系 的 动量、 > 
设 有 n 个 质 4 短 记 的 质点 点 系 ， 第 i 个 质 赴 的 动量 为 mv， 则 质点 系 的 动量 可 表示 为 
入 P= Dm,v; (10-3) 
即 质 点 系 的 动量 等 于 质点 系 中 各 质点 动量 的 矢量 和 。 式 (10- 3) 写 成 分 量 形式 为 
P=Dmwis, 了 ,一 忆 mipiy， P= Dmvi: (10-4) 


式 中 ，P,、P,、P. 分 别 表示 质点 系 的 动量 P 在 得 x、y y、z 轴 上 的 投影 。 

从 质点 系 动 量 的 定义 式 (10 -3)、 式 (10 -4) 可 以 看 出 ， 直 接 利 用 该 式 计算 质 点 系 的 动 
量 往往 很 不 方便 ， 特 别 是 当 质点 系 中 所 含 的 质点 的 个 数 很 多 时 ， 更 是 如 此 。 为 此 可 以 推导 
一 种 质点 系 动量 的 简捷 计算 公式 。 

令 mm 二 也 mi 为 质点 系 的 总 质量 ; 与 重心 坐标 相似 ， 定义 质点 系 的 质量 中 心 (简称 质心 
C 的 矢 径 为 

















j= (10-5) 


即 
mre= Dmr; 


式 (10 -5) 两 端 同时 对 时 间 求 导 ， 可 得 


P= Dm v=—m $e mue (10-6) 
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可 见 ， 质 点 系 的 动量 等 于 质点 系 的 总 质量 与 质心 速度 的 乘积 。 式 (10 - 6) 可 写成 分 量 
形式 








P=mvc, P,=mvc,, P.=mvc: C0=7) 

刚体 是 由 无 限 多 个 质点 组 成 的 不 变质 点 系 ， 质心 是 刚体 内 某 一 确定 的 点 。 对 于 质量 均 
匀 分 布 的 规则 刚体 ， 质 心 也 就 是 其 几何 中 心 。 下 面 应 用 式 (10 - 6) 计 算 图 10. 1 所 示 几 种 运 
动 刚体 的 动量 。 图 10. 1(a) 所 示 的 长 为 1、 质量 为 m 的 均 质 细 长 杆 OA 绕 端点 O 作 定 轴 转 
动 ， 角 速度 为 w。 由 于 质心 C 的 速度 sc 一 二 w， 则 细 长 杆 的 动量 为 P= So, 方向 与 ve 
方向 相同 ;又 如 图 10.1(b) 所 示 的 在 水 平地 面 上 作 纯 深 动 的 均 质 深 轮 ， 深 轮 半 径 为 -， 质 
其 为 mw， 角速度 为 a。。 由 于 质心 C 的 速度 v. 一 rw， 故 滚轮 的 动量 为 P 二 mrw， 方 向 与 vc 方 
向 相同 ; 而 如 图 10. 1(c) 所 示 的 绕 轮 心 转动 的 均 质 轮 ， 则 不 论 轮 子 转动 的 角速度 有 多 大 ， 
也 不 论 轮子 的 质量 多 大 ， 由 于 其 质心 不 动 ， 其 动量 总 是 等 于 零 。 入 





























10.1.2 力 的 冲 量 ”天 


在 实际 生活 中 * 大 们 可 体验 以 下 这 个 龙腾 沪 作用 于 物体 时 ， 必须 经 过 一 段 时 间 ， 才 
能 显著 改变 受 力 物体 的 运动 状态 。 例如 ， 大 们 沿 铁道 推 车 厢 ， 当 推力 大 于 阻力 时 ， 经 过 一 
段 时间 ， 可 使 车 厢 得 到 一 定 的 速度 ， 如 改 用 机 车 牵引 车 厢 ， 那么 只 需 一 段 较 短 的 时 间 便 能 
达到 人 推 车 厢 的 速度 。 可 见 ， 物 体 在 力 的 作用 下 引起 的 运动 状态 的 改变 ,不 仅 与 力 的 大 
小 、 方 向 有 关 ， 而 且 与 力作 用 的 时 间 有 关 。 把 力 与 其 作用 时 间 的 乘积 称 为 冲 量 ， 用 来 度量 





力 在 作用 时 间 内 的 累积 效应 。 
力 正 在 微小 的 时 间 间 隔 di 内 累积 的 冲 量 下 .dz 称 为 元 冲 量 ,， 用 df 表示 ， 即 
dI=F* dt (10-8) 
对 式 (10 -8) 积 分 ， 可 得 力 下 在 时 间 间 隔 0~: 内 累积 的 冲 量 为 
LI=| a=| Fd (10-9) 
当下 一 常 矢 量 时 ， 式 (10 - 9) 可 表示 为 
I=F .1 (10-10) 


冲 量 是 矢量 ， 当 作用 力 是 常 矢 量 时 ， 其 方向 与 力 的 方向 相同 。 式 (10 - 10) 可 写成 分 量 





用 和 了 的 二 光 的 三 机 ee 2 (10-11) 


[ 冲 量 ] 二 [ 力 ] * [时间] 二 MLT™' 
201| 
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可 见 ， 冲 量 的 量 纲 和 动量 的 量 岗 相同 ， 在 国际 单位 制 中 ， 冲 量 的 单位 是 牛顿 秒 (N，s)。 


10.2 质点 和 质点 系 的 动量 定理 


10.2.1 质点 的 动量 定理 
设 质 点 的 质量 为 m， 速 度 为 w， 作 用 于 质点 的 力 为 下 。 由 牛顿 第 二 定律 有 


加 时 =F 
即 
是 om 下 
上 式 也 可 以 写 为 \\ 
d(mv)=F .di (10-12) 


式 (10 -12) 称 为 质点 动量 定理 的 微分 形式 ， - 即 质 点 的 动量 的 增 量 等 于 作用 于 质点 上 力 
的 元 冲 量 。 对 式 (10 - 12) 进 行 积分 ， 积 分 上 ， 十 限时 间 取 0 到 1， 速度 取 w 到 wv， 可 得 


| dC) 人 人 F.d 


| =|r. dt 


式 (10 -13) 称 为 质点 ;动量 昭 音 的 积分 形式 ， 即 在 某 和 .时间 间隔 内 质点 的 动量 的 变化 
等 于 作用 于 质点 上 的 力 在 此 时 间 间 眉 内 的 冲 量 站 


10.2.2 质点 系 的 动量 定理 


设 有 nn 不 质点 组 成 的 质点 系 ， 第 i 个 质点 的 质量 为 几 速度 为 w 。 外 界 物体 对 该 质点 
的 作用 力 为 F ,质点 系 内 其 他 质点 对 该 质点 的 作用 力 为 F;， 则 有 质点 的 动量 定理 
dmv)= (FF)* d=F;* dit+F* dt 
对 由 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 则 以 上 的 方程 共有 个。 将 个 方程 两 端 分 别 相 加 ， 即 
Edmiv)= TF ditoF. dt 
交换 等 式 左边 求 和 符号 和 微分 符号 的 顺序 ， 并 考虑 到 内 力 总 是 成 对 出 现 ， 可 相互 抵 
消 ， 则 得 


(10-13) 





dP= YF: .dr 一 了 df (10 -14) 
式 (10 - 14) 称 为 质点 系 动量 定理 的 微分 形式 ， 即 质点 系 动量 的 增 量 等 于 作用 于 质点 系 
的 外 力 元 冲 量 的 矢量 和 。 式 (10 -14) 也 可 写 为 
人 P= 3F (10-15) 
即 质点 系 的 动量 对 时 间 的 一 阶 导 数 等 于 作用 于 质点 系 外 力 的 矢量 和 。 将 式 (10- 15) 写 成 直 
角 坐 标 投影 形式 为 





dp, 天 dp; SF dP- 


于 ”dt 








ZF: (10—16) 
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对 式 (10- 13) 积 分 ， 积 分 上 、 下 限时 间 取 0 到 1, 动量 取 P, 到 P， 得 
『 dP 一 Sr Ee 
即 
P—P,= YI (10-17) 


式 (10 -17) 称 为 质点 系 动量 定理 的 积分 形式 ， 即 在 某 一 时 间 间 隔 内 ， 质 点 系 动量 的 改 
变 等 于 在 这 段 时 间 内 作用 于 质点 系 的 外 力 冲 量 的 矢量 和 ， 写 成 投影 形式 为 







P,—P,= Er: 
Pp,—Po,= 2 (10-18) 
P.—P,:=2T: 
10. 2.3 质点 系 动量 守恒 定律 YA 
如 果 外 力主 矢 所 二 马 F; 二 0， 则 由 式 (10 -15) 有 人 
卫 一 已 一 恒 矢 量 、 
如 果 外 力主 矢 在 某 轴 ( 如 zz 轴 ) 上 的 投影 成 二 也 户 二 0， 则 由 式 (10 -16) 有 


P.=P, 

由 此 可 知 ， 若 作用 于 质点 系 的 所 有 外 力 欠 和 等 于 零 ， 则 质点 系 的 动量 保持 不 变 ; 若 
作用 于 质点 系 所 有 外 力 在 某 一 一 轴 上 的 投影 代数 和 等 于 堆 ， 则 质点 系 的 动量 在 该 轴 上 的 投影 
保持 不 变 。 这 就 是 质点 系 动 量 守恒 定律 
作用 于 质点 系 上 的 内 力 昌 然 胡 能 长 变 整个 质点 系 的 部 竹 ， 但 能 改变 质 质点 系 内 各 部 分 的 
动量 。 如 果 仅 受 内 力作 用 的 质点 条 内 有 某 个 部 分 的 速度 改变 了 ， 则 必然 引起 另 一 部 分 的 速 
度 相应 发 生 改变 。 质点 条 动量 守重 定律 的 现象 很 多 现 举 几 个 例子 说 明 如 下 。 

(1) 在 静水 上 有 一 只 不 动 的 小 船 ， 人 和 船 组 成 二 个 质点 系 。 当 人 从 船 头 向 船尾 走 去 的 
同时 ， 船 身 一 -定向 船 头 方向 移动 。 这 是 因为 当 水 的 阻力 很 小 可 忽略 不 计时 ， 在 水 平方 向 
只 有 人 与 船 相互 作用 的 内 力 ， 没有 外 力 ， 因 此 质点 系 的 动量 在 水 平方 向 保持 不 变 。 当 人 有 
向 后 的 动 基 时 ， 船 必然 获得 向 前 的 动 其 ， 以 保持 总 动量 伍 等 于 零 。 

(2) 炮弹 和 火炮 (包括 炮 车 和 炮 简 ) 看 成 一 个 质点 系 ， 在 炮弹 发 射 前 ， 动 量 等 于 
射 时 弹药 爆炸 所 产生 的 气体 压力 是 内 力 ， 它 不 能 改变 整个 质点 系 的 动量 。 爆 炸 所 产生 
体 压力 使 弹丸 获得 一 个 向 前 的 动量 ， 同 时 使 火炮 沿 和 相反 方向 获得 同样 大 小 向 后 的 动量 。 火 
炮 的 后 退 现 象 称 为 反 座 。 

(3) 把 喷气 推进 的 火箭 与 燃气 作为 一 个 质点 系 ， 火 箭 
与 燃气 之 间 的 相互 作用 力 是 内 力 ， 它 不 能 改变 整个 质点 系 
的 动量 ， 发 动机 的 燃气 以 高 速 向 后 喷 出 的 同时 ， 必 使 火箭 
获得 相应 的 前 进 速度 。 

这 些 例子 均 可 以 用 质点 系 的 动量 守恒 定律 来 加 以 解 
析 。 在 人 们 的 日 常生 活 和 工程 实际 中 ， 还 有 许多 质点 系 动 
量 守 人 恒 的 例子 。 

【 例 10- 1】〗 电动 机 的 外 壳 固 定 在 水 平 基础 上 ， 定 子 
质量 为 mw ， 转 子 质量 为 wz ， 如 图 10.2 所 示 。 设 定子 的 
质心 位 于 转轴 的 中 心 0; ,但 由 于 制造 误差 .转子 的 质心 图 10.2 例 10-1 图 
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0O: 到 0 的 距离 为 e。 已 知 转子 匀速 转动 ， 角 速度 为 。。 设 初始 时 OO, 位 于 铅 垂 位 置 ， 求 基 
础 的 支 座 反 力 。 

解 : 以 电动 机 外 壳 和 转子 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 10.2 所 示 。 图 中 
mig 和 msg 分 别 为 定子 和 转子 的 重力 。F,、F, 和 Mo 为 基础 对 系统 的 约束 反 力 。 由 于 机 这 
不 动 ， 只 有 转子 转动 ， 所 以 系统 的 动量 大 小 为 

P=m2ew 

方向 如 图 所 示 。 由 于 初始 时 OO: 位 于 铅 垂 位 置 ， 有 g 王 wt， 由 动量 定理 的 投影 

式 (10-15), 得 








dP 

区 。 
dP, 四 
me mg (入 


而 





P,= pcosg= mewcoswt, 


代入 上 式 ， 可 得 基础 的 约束 反 力 


F,=mg+m pt Cw’ COSwL 
当 电 动机 不 转 时 ， 即 二 0， 由 上 式 可 知 \F; 二 0，F, 二 mg 十 msg， 称 为 静 约束 反 力 。 
静 约 束 反 力 只 有 向 上 的 反 力 mg 十 mas “电动 机 转动 时 的 约束 反 力 称 为 动 约束 反 力 。 动 约 
束 反 力 与 静 约束 反 力 的 差 值 是 由 于 系统 而 产生 的 ， 可 称 为 附加 的 动 反 力 。 此 例 中 ， 由 于 转 
子 偏 心 而 引起 的 x 方向 的 附加 动 反 为 一 mm ew sinwt 和 2 廊 向 的 附加 动 反 力 mew’ coswt 都 
是 协 变量 ， 将 会 引起 电机 和 基础 的 振动 。 pe 
基础 动 反 力 的 最 大 和 最 小 值 分 别 是 
~ Fr = m2 
~ ~ Bs =m gtmgt med: 
【 例 10-2】 图 10. 3 表示 水 流 流 经 变 截面 弯 管 的 示意 图 。 设 流量 (每 秒 流 过 的 体积 ) 
dv 三 常量 ， 流 体 的 密度 o= 常 量 ， 流 体 在 截面 aa、bb 处 的 平均 流速 分 别 是 .和 ， 求 流体 
流动 对 管道 壁 的 附加 动 压力 。 








— m2ew’ 


Mg + mag — ma ew 








解 : 取 两 个 截面 ca 和 bw 之 间 的 管内 流体 作为 
研究 对 象 。 受 力 分 析 如 图 10. 3 所 示 。 它 们 包括 流体 
的 重力 、 管 壁 的 反 力 和 在 两 端 截面 aa 和 好 处 受到 
相 邻 流体 的 压力 。 先 求 这 段 流体 的 动量 在 时 间 di 内 
的 微小 改变 量 。 

假设 经 过 一 个 无 限 小 的 时 间 间 隔 d+:， 原 处 于 两 
个 截面 ce 和 bw 之 间 的 流体 流动 到 两 个 截面 c'e 入 
0b' 之 间 。 由 于 是 定常 流动 ， 公 共 容 积 a'a'bb 内 的 流 
体 动量 保持 不 变 。 因 而 ,经 过 时 间 di 后 ， 原 处 于 截 

10.3 例 10-2 图 面 ca 和 刀 之 间 的 流体 动量 的 改变 等 于 流体 在 200 入 
时 的 动量 与 它 在 aaa'a' 时 的 动量 之 差 。 这 两 个 容积 
都 等 于 gvdt:， 其 质量 均 为 dm 二 qvpd:， 因 而 ， 原 处 于 两 个 截面 ce 和 bb 之 间 的 流体 在 时 间 
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di 内 的 微小 改变 量 为 
dP=pgydt* v,—pqydt* v 
即 


dP_ 
Pa 0 pqv ve 














应 用 质点 系 的 动量 定理 ， 有 名 一 F, 十 EF, 十 Fs+G， 代 入 上 式 ,可 得 


pqv vs —pqv vs =F t,t Frti+G 
若 将 管 壁 对 于 流体 的 反 力 Fk 分 为 两 部 分 ,Fk 为 与 外 力 G、F, 和 F, 相 平衡 的 管 壁 静 反 
力 ， 政 为 由 于 流体 的 动量 发 生变 化 而 产生 的 附加 动 反 力 ， 即 Fk 由 下 式 计算 
Fr+P+F,+F,=0 








而 附加 动 反 力 由 下 式 确 定 : E 
Fr =pqy vpqv © KN 

由 作用 与 反作用 定律 ， 流体 对 管 壁 的 附加 动 压力 下 大 寂 生 于 此 办 加 动 反 力 ， 但 方向 

相反 ， 即 \ 
Wp, eo 

管内 流体 流动 时 给 予 管 壁 的 附加 动 压力 ， 等 位 时 间 内 流入 该 管 的 动量 与 流出 该 管 的 动 
量 之 差 。 由 上 述 结论 可 知 ， 流 量 以 及 进出 口 截面 处 速度 的 矢量 差 越 大 ， 管 壁 所 受 的 附加 动 压 力 
越 大 。 设 计 高 速 管道 时 ， 应 考虑 附加 动 压力 的 影响 。 与 此 同时 ,还 要 注意 有 静 压 力 存在 。 

注意 : 上 面 推导 的 人 \ 式 均 用 矢 其 表示。 在 实际 应 
应 取 投 影 形 式 。 例 如 ， 图 10. 4 所 示 浪 一 水 平 的 等 截面 直 
角形 普 管 ， 当 流体 被 迫 改 变 流动 方向 时 ， 对 管束 施加 有 附 
加 的 动 反 力 。 六 - “人 

设 进 口才 面 的 夫 甸 面 术 为 $ ， 出 口 夫 二 的 上 面 面 积 为 
S: 。 进口 平均 流速 为 1 [出口 平均 流速 为 ws 流体 的 密度 
为 p。 应 用 上 面 分 析 的 结 论 ， 可 知 流体 对 管 壁 施加 附加 的 动 
压力 ， 它 的 大 小 等 于 管 壁 对 流体 作用 的 附加 动 反 力 ， 即 
Fu 一 qgvo(uw 一 0) 一 0S: 地 
Rs, 一 qvo(0 十 mi) 一 Si 过 图 10.4 等 截面 直角 形 弯 管 

由 此 可 见 ， 当 流速 很 高 或 管子 截面 面积 很 大 时 ， 附 加 
动 压力 很 大 ， 在 管子 的 弯 头 处 要 安装 支 座 。 

【 例 10-3】 如 图 10. 5 所 示 均 质 滑轮 半径 分 别 为 六 和 r,， 两 轮 园 连 在 一 起 并 安装 在 
同一 转轴 O 上， 两 轮 共 重 为 CO， 重 物 M, 、M 的 重量 分 别 为 Pl 、P;。 已 知 M, 向 下 运动 的 
加 速度 为 a, ， 求 滑轮 对 转轴 的 压力 。 

解 : 以 整体 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 10.5 所 示 。 图 中 表示 系统 分 别 受到 重力 P 、 
P,、Q 以 及 约束 反 力 Fro 的 作用 ， 用 动量 定理 ,可 得 


















oo x 
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代入 上 式 , 可 得 
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二 





图 10.5 例 10-30 图 “ 力 是 内 力 ， 受 力图 中 不 必 夯 出 。 区 入 








Fio=P;+P,+Q+ (Se k 


上 式 利用 了 时 =a 的 结论 ， 

【 例 10-4】 火炮 (包括 炮 车 和 炮 简 ) 的 质量 为 mw， 炮弹 的 质 
量 为 m,， 炮弹 相对 于 火炮 的 发 射 速度 为 w,， 炮 简 对 水 平面 的 
仰角 为 a， 如 图 10. 6(a) 所 示 。 设 火炮 放 在 光滑 水 平面 上 ， 且 炮 
简 与 炮 车 固 连 ， 试 求 火 炮 的 后 座 速度 和 炮弹 的 发 射 速度 。 

解 : 取 火 炮 和 炮弹 组 成 的 系统 为 研究 对 象 。 受 力 分 析 如 
图 10.6(a) 所 示 。 作 用 于 系统 的 外 力 有 重力 mg 和 mig， 水平 
地 面 给 火炮 的 约束 反 力 Fa 和 Fs。 而 火药 (其 质量 不 计 ) 的 爆炸 














进行 运动 学 分 析 ， 选 炮弹 为 动 点 ， 火 炮 为 动 系 ,由 


vw, 一 0. 十 v, 作 炮弹 C 的 速度 合成 图 ， 如 图 10. 6(b) 所 示 。 这 里 wv, 是 火炮 反 座 的 速度 ，%， 


是 炮弹 发 射 的 速度 ， 


即 





与 炮 简 的 夹 角 为 p。 由 图 可 知 。 
vw _v AL 
sing sing sin(180 ao 一 有 


K 





图 10.6 例 10-4 图 


一 (a) 
sin(atp 这 


(b) 


y 


i Ur 
WE 


进行 动力 学 分 析 ， 由 于 系统 所 受 外 力 在 水 平 轴 zx 上 的 投影 都 是 零 ， 即 有 站 F; 二 0。 根 
据 质 点 系 动 量 守 恒定 理 ， 可 知 系统 的 动量 在 轴 x 上 的 投影 守恒 。 考 虑 到 初始 瞬时 系统 处 于 


静止 ， 即 Pu 一 0, 


F 是 有 





P,=miv,cos(at+P)—mv.=0 (cy 


联 立 求 解 方程 (a) 、(b) 、(c) ， 可 得 
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mi 





Cosa 


Uv 
m 二 mi 


(2m+ mm 
,=v /1———— Cos a 
(772 十 7721 ) 


炮弹 与 水 平面 的 仰角 为 a 十 8B， 而 tan8 一 -ecosa ， 可 得 tan(a 十 了 ) 一 人 + 各 jian, 
sin?a 二 了 节 
ml 
表示 炮弹 离开 炮 口 时 速度 已 不 同 于 炮 简 的 方向 。 Ey 
动量 定理 建立 了 质 , 点 或 质点 系 的 动量 与 作用 于 质点 或 质点 系 的 为 之 间 的 关系 。 应 用 动 
量 定理 解 题 步骤 大 致 如 下 。 

(1) 选取 研究 对 象 ， 分 析 研究 对 象 上 的 外 力 (包括 主动 力 和 约束 反 力 )。 

(2) 如 果 外 力主 矢 等 于 零 或 外 力 在 某 轴 上 的 投影 代数 和 等 于 零 ， 则 应 用 质点 系 动量 守 
恒定 理 求解 。 若 初始 时 动量 在 该 轴 上 的 投影 等 于 零 、 则 以 后 任意 时 刻 质点 系 的 动量 在 该 轴 
上 的 投影 也 等 于 零 ， 通过 质点 系 动 量 守恒 定理 求 出 所 要 求 的 某 质点 的 速度 。 

(3) 如 果 外 力主 失 不 等 于 零 , 先 计 算 质点 的 动量 在 坐标 轴 上 的 投影 ， 然 后 应 用 动量 
定理 求 未 知 力 (一 般 为 约束 反 力 ) 。 计算 动量 的 速度 必须 是 绝对 速度 ， 并 要 注意 动量 和 力 在 
坐标 轴 上 的 投影 的 正 负 号 ， 1 > A 
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”10. 3 ”质心 运动 定理 
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10.3.1 质点 系 的 质心 运动 定理 
质心 运动 定理 建立 了 质点 系 质心 的 加 速度 与 作用 在 质点 系 上 的 外 力 之 间 的 关系 。 下 面 


来 推导 这 种 关系 。 
质点 系 的 动量 定理 可 写 为 
dviis 
Ee-2r 
而 质点 系 的 动量 等 于 质点 系 的 总 质量 与 质心 速度 的 乘积 ， 即 
P=mwvc 
将 质点 系 的 动量 表达 式 代 入 质点 系 的 动量 定理 ， 可 得 
mac= 2F: (10=19) 


这 就 是 质心 运动 定理 ， 即 质点 系 的 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 等 于 作用 于 质点 系 上 所 有 
外 力 的 矢量 和 (或 称 外 力主 矢 )。 质 心 运 动 定理 实质 上 是 质点 系 动量 定理 的 另 一 种 形式 。 

形式 上 ， 质 心 运动 定理 与 质点 的 动力 学 基本 方程 wa 一 之 下 完全 相似 ， 因 此 ， 质 心 运 
动 定理 也 可 以 用 另 一 种 方式 来 表述 : 质点 系 质心 的 运动 可 以 看 做 一 个 质点 的 运动 ， 设想 此 
质点 集中 了 整个 质点 系 的 质量 ， 并 在 其 上 作用 有 质点 系 的 所 有 外 力 。 式 (10 - 19) 为 矢量 方 

















2o7| 


_ 理论 力学 (第 2 版 )_ wmmmmmem= 





程 ， 实 际 在 应 用 时 应 写成 投影 形式 
mac: = EF:, mac,= TF, mac= OF: (10 -20) 
由 质心 运动 定理 可 知 ， 质 点 系 的 内 力 不 影 响 质 心 的 运动 ， 只 有 外 力 才能 改变 质心 的 运 
动 。 这 一 性 质 可 解析 日 常生 活 和 工程 中 的 许多 现象 ， 现 举 几 个 例子 说 明 如 下 。 
人 在 水 平地 面 上 行走 时 ,全 靠 地 面 给 鞋底 的 摩擦 力 ， 该 摩擦 力 是 作用 于 人 体 的 外 力 ， 
ee 水 平方 向 的 加 速度 。 如 果 人 在 冰 面 上 行走 ， 由 于 冰 面 给 鞋底 的 摩擦 力 较 

， 所 以 人 要 在 冰 上 加 速 行走 比较 困难 。 假 设 地 面 绝 对 光滑 ， 人 只 能 静止 或 做 匀速 直线 
加 

当 汽 车 起 动 时 ， 作 为 内 力 的 发 动机 中 燃气 压力 并 不 能 使 汽车 的 质心 产生 加 速度 而 使 汽 
车 前 进 。 那 么 汽车 依靠 什么 外 力 起 动 呢 ? 原来 ， 当 发 动机 运转 时 ， 发 动机 中 的 气体 压力 推 
动 汽缸 内 的 活塞 ， 经 过 一 套 机 构 转动 主动 轮 ( 图 10.7 中 的 后 轮 )， 迫 使 主动 轮 相 对 于 车 身 
转动 。 这 时 主动 轮 上 与 地 面 的 接触 点 A 有 向 后 滑动 的 趋势 ， 于 是 地 面 在 该 点 处 对 车 轮 产生 
向 前 的 摩擦 力 F,。 该 摩擦 力 正 是 汽车 起 动 和 加 速 前 进 的 外 为 ~ 车 轮 的 前 轮 一 般 是 从 动 轮 ， 
它 是 被 车 身 通过 轮轴 推动 着 向 前 滚动 的 ， 当 汽车 向 前 运动 时 ， 被 动 轮 受 到 小 量 的 向 后 摩擦 
力 Fs。 该 摩擦 力 是 汽车 前 进 的 阻力 。 如 果 地 面 光滑 ， 下 克服 不 了 汽车 前 进 的 阻力 Fw， 那 
么 后 轮 将 在 原 处 转动 ， 汽 车 不 能 前 进 。 NA 

[ 程 上 ， 常 用 定向 爆破 的 施工 法 来 搬 山 造 耻 和 平 整 土地 ， 这 时 也 会 用 到 质心 运动 定 
理 。 例 如 ， 要 把 A 处 的 土石 方 殷 奖 到 如 :处 ， 如 图 10. 8 所 示 ， 可 采用 定向 爆破 技术 。 这 时 
可 把 被 炸 掉 的 土石 方 A 看 做 一 个 质点 条 3 其 质心 的 运动 与 一 个 抛射 质点 的 运动 一 样 ， 这 个 
质点 的 质量 等 于 质点 系 的 全 前 质量 、 作用 在 这 个 质点 -的 力 是 质点 系 中 各 质点 重力 的 
总 和 。 
根据 质心 运动 定理 , 考虑 好 背 、 地 层 结 构 、 炸药 性 能 以 及 曝 破 技术 等 因素 ， 可 合理 选 

取 质 心 的 初速 度 va 的 大 小 和 方向 ， 使 大 部 分 士 石 方 抛掷 到 B 处 。 


























[a 

















图 10.7 汽车 运动 时 的 摩擦 力 图 10.8 定向 爆破 的 施工 法 


10. 3.2 质心 运动 守恒 定律 


由 质心 运动 定量 可 知 . 如果 光 F; 二 0， 则 mwc 一 党 矢量 ， 即 若 作用 于 质点 系 上 外 力 的 
矢量 和 ( 即 外 力 系 的 主 矢 ) 为 零 ， 则 质点 系 的 质心 做 匀速 直线 运动 ; 若 开始 静止 ， 则 质心 位 
置 始 终 保持 不 变 。 如 果 沁 FF; 二 0， 则 mwe, 二 常量 ， 即 如 果 作用 于 质点 系 的 外 力 在 某 轴 上 的 
投影 的 代数 和 等 于 零 ， 则 质心 速度 在 该 轴 上 的 投影 保持 不 变 ， 若 开始 时 速度 投影 等 于 零 ， 
则 质心 在 该 轴 上 的 坐标 保持 不 变 。 这 个 结论 称 为 质心 运动 守 便 定律 。 

【 例 10 -5】 如 图 10. 9 所 示 滑 块 A 质量 为 mw， 可 在 水 平 光滑 槽 中 运动 ， 具 有 刚性 系数 
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为 上 的 弹簧 一 端 与 滑 块 相连 接 ， 另 一 端 固 定 。 杆 AB 长 为 L， 质 量 不 计 ，A 端 与 滑 块 A 锭 
接 ，B 端 装 有 质量 为 m, 的 小 球 ， 在 铅 直 平 面 内 可 绕 点 A 转动 。 设 在 力矩 作用 下 ， 转 动 角 
速度 w 为 常数 ， 初 始 时 pg 二 0， 弹簧 恰 为 原 长 ， 求 滑 块 A 的 运动 规律 。 
解 : 取 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 10. 9 所 示 ， 建 立 水 平 向 右 的 坐标 轴 Ox+， 点 O 取 在 
运动 初始 时 滑 块 A 的 质心 上 ， 质点 系 的 质心 坐标 为 
,mrtm (rtilsinet) _ mlsinwt 
m+mi 
根据 质心 运动 定理 ，(m 十 mi)c 二 一 kt+， 得 




















m+mi 


Bi Re milw’ 
I WE Sinw: 
mtm mtm 


解 此 微分 方程 ， 并 注意 到 初始 条 件 :=0 时 , z=0, z=0 

故 可 得 A 的 稳 态 解 的 运动 规律 ,x 一 zsino “人 
mm )o2 < 

【 例 10 - 6】 均 质 杆 OA 长 为 21, 重量 为 P， 可 绕 水 平 阅 定 轴 0 在 名 


图 10. 10 所 示 。 用 丰 位 宇和 的 站 入 虹 和 外 及 误区 杆 与 水 平 直 
试 求 此 时 轴 O 处 的 约束 反 力 。 











垂 面 内 转动 ， 如 
有 线 的 夹 角 为 p。 





图 10.9 例 10-5 图 


图 10.10 例 10-6 图 
解 : 本 题 已 知 作 定 轴 转 动 杆 的 角速度 和 角 加 速度 ， 即 已 知 杆 质 
受 的 约束 反 力 。 可 以 应 用 质心 运动 定理 求解 。 
取 杆 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 10. 10 所 示 ， 包 括 重力 P 
标 系 如 图 10. 10 所 示 ， 由 质心 运动 定理 ， 有 


i 心 C 的 加 速度 ， 求 杆 所 


、 约 束 反 力 Fo, 和 Fo,。 取 从 











下 zw =2F: 
8 
了 = 2F 
8 
由 于 杆 作 定 轴 转 动 ， 其 角速度 和 和 角 加 速度 为 wm 和 s， 则 质心 的 加 速度 可 表示 为 
ac: atsing—aecosg lesing— lw cosp 
acy 一 一 aEcosp 十 atsingp 一 一 /ecosp 十 lo sing 


代入 上 式 ， 可 得 


也 —lesing—lw’ cosg)= Fo 
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也 一 Lecosyg 十 lw" sing)=Fo,—P 


到 一 (esinp 十 or cosp) 


5 二 Pat (ecosg—w sing) 


【 例 10-7】 如 图 10.11 所 示 的 小 船 ， 船 长 为 :/， 质量 为 wm， 船上 有 质量 为 wm 的 人 。 
设 初始 时 小 船 和 人 静止 ， 人 站 立 在 船 的 最 左 端 ， 后 来 沿 甲板 向 右 行走 ， 如 不 计 水 的 阻力 ， 
求 当 人 走 到 船 的 最 右 端 时 ， 船 向 左 移动 的 距离 为 多 少 ? 

解 : 取 人 和 船 组 成 的 系统 为 研究 对 象 ， 由 于 不 
计 水 的 阻力 ， 故 外 力 在 水 平 轴 上 的 投影 等 于 零 。 由 
于 初始 时 系统 静止 ， 因 此 质心 在 x 轴 上 的 坐标 保持 
不 变 。 取 坐标 轴 如 图 0s11 所 示 。 设 人 在 走动 前 ， 
人 和 船 的 质心 泡 仍 标 分 别 为 和 5， 则 系统 质心 的 
坐标 为 、《K 











_matmb 
mitm 


十 到 角 的 有 六 时 ， 设 船 移动 的 距离 为 ;， 


2 we™= 





< 
fa 一 s) +m(b—s) 





mm 


图 10.11 全 10 洒 图 、 由 于 在 < 轴 上 上 区 至 标 保持 不 变 ， 即 














CD cl 一 cs 
将 ze 、zc .的 和 近江 代入 上 式 ， 可 得 ” 刷 从 - 
DN matmb__m(at/—s)+m(b—s) 
mtm mtm 
解 得 
_ ml 
和 二 二 一 
7221 十 7 


应 用 质心 运动 定理 解 题 的 步 又 如 下 。 

(1) 选取 研究 对 象 ， 分 析 受 力 ( 画 出 质点 系 所 受 全 部 外 力 ， 包 括 主动 力 和 约束 反 力 ) 。 

(2) 如 果 外 力主 矢 等 于 零 ， 或 外 力 在 某 轴 上 的 投影 为 零 ， 则 应 用 质心 运动 守恒 定理 求 
解 。 若 初始 静止 ， 则 质心 的 坐标 保持 不 变 。 分 别 计算 两 个 时 刻 质心 的 坐标 (用 各 质点 的 坐 
标 表示 )， 令 其 相等 ， 即 可 求 出 所 要 求 的 某 质点 的 位 移 。 

(3) 如 果 外 力主 矢 不 等 于 零 . 若 已 知 质心 的 运动 规律 ， 先 求 出 质心 的 加 速度 ， 然 后 

质心 运动 定理 求 未 知 力 ( 一 般 为 约束 反 力 ); 若 已 知 作 用 于 质点 系 的 外 力 ， ee 
标 ， 然后 应 用 质心 运动 定理 求 某 质点 的 运动 规律 。 


小 结 












































动量 、 冲 量 都 是 矢量 ,运算 时 必须 同时 考虑 其 大 小 和 方向 ,特别 要 注意 将 其 投影 到 某 
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轴 上 时 所 取 的 正 负 号 。 在 应 用 质点 系 动量 定理 时 ， 总 是 把 作用 力 分 为 外 力 和 内 力 ， 因 质点 
系 之 间 的 内 力 总 是 成 对 出 现 ， 它 不 能 改变 质点 系 的 总 动量 ， 故 只 需 考 虑 外 力 ， 而 不 考虑 


内 力 。 


质点 系 的 动量 守恒 定律 是 质点 系 动量 定理 的 特殊 情形 ,应 用 十 分 方便 ,但 必须 要 注意 
动量 守恒 定律 成 立 的 条 件 。 

质心 运动 定理 建立 了 作用 于 物体 的 外 力 与 质心 运动 状态 之 间 的 关系 ， 特 别 适合 于 求解 
已 知 质心 运动 求 外 力 ， 或 已 知 外 力求 质心 运动 规律 的 问题 。 对 于 那些 不 受 外 力 或 外 力 在 某 
轴 上 的 投影 为 零 的 质点 系 动 力学 问题 ， 则 适宜 用 质心 运动 守恒 定律 来 求解 。 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “V”， 错 误 的 打 “X”) 7。 KO 


~ 


是 








习 题 


.内 力 虽 不 能 改变 质点 系 的 动量 ， 但 可 以 改变 质点 系 中 着 ， 的 动量 。 ( ) 
内 力 虽 不 影响 质点 系 质心 的 运动 ， 但 质点 系 内 从 硕 点 的 运动 却 与 内 力 有 关 。 






质点 系 的 动量 守恒 时 ， 质 点 系 内 各 质点 的 动量 不 一 定 保持 不 变 。 
若 质点 系 所 受 的 外 力 的 主 矢 等 于 零 ， 则 其 质心 坐标 保持 不 变 
若 质点 系 所 受 的 外 力 的 主人 令 守 夫 二 则 其 质心 运动 的 速度 保持 不 灾 。 


xX \ 








、 填 空 题 1 > % A 


质点 的 质量 与 其 在 菜 久 好 的 速度 对 各 ， 失 为 质 吉 在 访 天 时 的 

. 力 与 作用 时 间 的 乘积 ; 称 为 力 的 。 

号 尼 的 攻克 虽 各 > 

.质点 i 系 的 动 呈 随时 间 的 变化 规律 具 瑟 系统 所 受 的 。 ”有关 ,而 与 系统 的 
A 








点 系 动量 守恒 的 条 件 是 ,质点 系 在 x 轴 方 向 动量 守恒 的 条 件 





6. 


若 质点 系 所 受 外 力 的 矢量 和 等 于 零 ， 则 质点 系 的 和 保持 不 变 。 


三 、 选 择 题 
1. 如 图 10. 12 所 示 的 均 质 圆 盘 质 ee 半径 为 RR， 初始 角速度 为 we ， 不 计 阻 力 ， 
若 不 再 施加 主动 力 ， 则 轮子 以 后 的 运动 状态 是 ) 运 动 。 


么 


A. 减速 B. i 
C. 匀速 D. 不 能 确定 
如 图 10. 13 所 示 的 均 质 圆 盘 质 量 为 m， 半径 为 R， 可 绕 O 轴 转 动 ， 某 瞬时 圆 盘 的 角 














速度 为 w， 则 此 时 圆 盘 的 动量 大 小 是 ( 5 


3. 


A. P=0 B. P=mwR C. P=2mwR D. P=mwR/2 
均 质 等 腰 直 角 三 角 板 . 开始 时 直立 于 光滑 的 水 平面 上 ， 如 图 10. 14 所 示 。 让 其 无 





初速 度 倒 下 ， 问 其 重心 的 运动 轨迹 是 ( Ns 





A. 椭圆 B. 水 平 直 线 C. 铅 垂直 线 D. 抛物 线 
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B 
4 
| 
2 
图 10. 12 题 三 (1) 图 图 10.13 题 三 (2) 图 图 10.14 题 三 (3) 图 


4. 质点 系 的 质心 位 置 保持 不 变 的 必要 与 充分 条 件 是 ( 3 
A. 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 的 矢量 和 恒 为 零 
B. 作用 于 质点 系 的 所 有 外 力 的 矢量 和 恒 为 堆 YA 
C. 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 的 矢量 和 恒 为 零 ， 且 质心 初速 度 为 夫 
D. 作用 于 质点 系 的 所 有 外 力 的 失 基 和 恒 为 零 ， 且 质心 初速 度 为 零 
四 、 计 算 题 y 六 二 


1. 计算 如 图 10. 15 所 示 的 下 列 各 刚体 的 动量、 一 

@ 质量 为 国 、 长 为 工 的 细 长 杆 ， 绕 垂直 于 图 面 的 O 轴 以 角速度 w 转动 。 

@ 质量 为 几 、 半 径 为 R 的 均 质 圆 盘 习 绕 过 边缘 上 一 点 且 垂直 于 图 面 的 O 轴 以 角速度 
转动 。 RS wa 
@ 非 均 质 圆 盘 质 量 为 wy 质心 距 转轴 OC= <， 绕 垂直 于 图 面 的 O 轴 以 角速度 w 
转动 。 了 xX 

@ 质量 为 mm、 半径 为 及 的 均 质 圆 盘 ， 沿 水 平面 深 动 而 不 滑动 ， 质 心 的 速度 为 we 。 

2， 如 图 10. 167 所 示 的 带 输送 机 沿 水 平方 向 输送 煤炭 ， 其 输送 量 为 72000kg/h， 带 的 速 
度 v=1. 5m/s 和 \ 求 在 匀速 传动 中 ， 带 作用 于 煤炭 上 的 水 平 推力 。 













































(a) (b) (0) (4) 


图 10.15 题 四 (1) 图 


3. 如 图 10. 17 所 示 的 重 物 A、B 的 重量 分 别 为 P, 、P, 不 计 滑 轮 和 绳索 的 重量 ，A 
物 下 降 加 速度 为 a;， 求 支点 O 的 反 力 。 

4， 人 站 在 车 上 ， 车 以 速度 w 前进。 设 人 的 质量 为 mi ， 车 的 质量 为 m,， 如 果 人 以 相 
对 于 车 的 速度 v, 向 后 跳 下 , 求 此 时 车 前 进 的 速度 。 
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图 10. 16 题 四 (2) 图 图 107 17 汀 四 (3) 图 








5. 物体 沿 倾角 为 a 的 斜面 下 滑 ， 它 与 斜面 间 的 动 滑动 摩擦 因数 为 /'， 且 tana> 刀 ， 
如 物体 下 滑 的 初速 度 为 w ， 求 物体 速度 增加 一 倍 时 所 经 过 的 时 间 。 

6. 如 图 10. 18 所 示 的 椭圆 规 尺 AB 的 质量 为 2 曲柄 OC 的 质量 为 m, ， 而 滑 块 A 
和 B 的 质量 均 为 m;。 已 知 OC=AC=CB 一 人 有 遇 柄 和 尺 的 质心 分 别 在 其 中 点 上 ， 遇 柄 绕 O 
轴 转 动 的 角速度 w 为 常量 。 求 当 曲柄 水 平 向 在 时 质点 系 的 动量 。 

7. 如 图 10. 19 所 示 质 量 为 m 的 滑 块 A， 可 以 在 水 平 光滑 的 槽 中 运动 ， 刚 度 系 数 为 
的 弹簧 一 端 与 滑 块 相连 接 ， 另 一 端 间 定 。 杆 AB 长 为 1,> 质 量 忽略 不 计 ，A 端 与 滑 块 A 匀 
接 ，B 端 装 有 质量 为 m 的 小 球 ; 在 锋 直 平面 内 可 绕 点 A 旋转 。 设 在 力 偶 M 的 作用 下 转动 
角速度 w 为 常数 ， 求 滑 块 信 的 运动 微分 方程 。 、 











图 10. 18 题 四 (6) 图 图 10.19 题 四 (7) 图 





8. 如 图 10. 20 所 示 的 质量 为 m、 半 径 为 2R 的 薄 壁 圆 简 置 于 光滑 的 水 平面 上 ， 在 其 光 

滑 内 壁 放 一 质量 为 m、 半 径 R 的 均 质 圆 盘 。 初 始 时 两 者 静止 ， 且 质心 在 同一 水 于 。 如 

将 圆 盘 无 初速 度 释 放 ， 当 圆 盘 最 后 停止 在 圆 简 的 底部 时 ， 求 圆 简 的 位 移 。 

9. 在 图 10. 21 所 示 曲 柄 滑 块 机 构 中 ,曲柄 OA 以 匀 角 速度 w 绕 O 轴 转 动 。 当 开始 时 ， 

柄 OA 水 平 向 右 。 已 知 曲柄 重 Pi ， 滑 块 A 重量 为 P, ， 滑 杆 重量 为 P, ， 曲 柄 的 重心 在 

OA 的 中 点 ， 且 OA= 工 ， 滑 杆 的 重心 在 点 C， 且 BC= 工 /2。 试 求 : (1) 机 构 质 量 中 心 的 运 
动 方程 ; (2) 作 用 在 点 O 的 最 大 水 平 力 。 
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图 10.20 题 四 (8) 图 图 10. 21 沁 虹 (39) 固 


10. 如 图 10. 22 所 示 ， 长 为 1 的 均 质 杆 AB 直立 在 光滑 的 水 平面 上 。 求 它 从 铝 直 位 置 
无 初速 度 地 倒 下 时 ， 端 点 A 相对 图 示 坐 标 系 的 轨迹 方程 。“ 、 

11. 如 图 10. 23 所 示 ， a 长 为 21; 重量 为 G 
的 均 质 杆 的 一 端 与 电机 轴 垂直 地 固 结 ， 另 一 端 则 焊 上 一 重量 为 W 的 重 物 。 设 电机 转动 的 
角速度 为 w， 求 : (电机 的 水 站 动 方 和 2 如 果 电机 外 这 用 螺栓 国定 在 基础 上 ， 则 作 
用 于 螺栓 的 最 大 水 平 力 为 多 少 ? 





图 10.22 题 四 (10) 图 图 10.23 题 四 (11) 图 


12， 如 图 10. 24 所 示 的 物体 A 和 B 的 质量 分 别 是 mm 和 m;， 用 跨 过 滑轮 C 的 不 可 伸 长 
的 绳索 相连 ,这 两 个 物体 可 沿 直 角 三 校 柱 的 光滑 斜 
面 滑动 ， 而 三 棱柱 的 底面 DE 则 放 在 光滑 水 平面 
上 。 设 三 棱柱 的 质量 为 头 ， 且 罗 一 4 加 王 16 ， 初 
瞬时 系统 处 于 静止 状态 。 试 求 物体 A 降落 高 度 h 二 
10cm 时 ， 三 棱柱 沿 水 平面 的 位 移 ( 绳 索 和 滑轮 的 质 
量 不 计 ) 。 
图 10. 24 题 四 (12) 图 13. 如 图 10. 25 所 示 的 机 构 中 ， 鼓 轮 A 质量 为 
mi， 转轴 0 为 其 质心 。 重 物 B 的 质量 为 m,， 重 物 
C 的 质量 为 m;。 和 斜面 光滑 , 倾角 为 9。 已 知 B 物体 的 加 速度 为 a, 求 轴承 O 处 的 约束 
反 力 。 
14. 如 图 10. 26 所 示 质 量 为 mi 的 平台 AB 放 在 水 平面 上 .平台 与 水 平面 间 的 动 摩擦 因 



































数 为 /。 质 量 为 wz 的 小 车 D 由 绞车 抑 动 ， 相 对 于 平台 的 运动 规律 为 六 其 中 5 为 
全 
[a 


已 知 常数 。 不 计 绞车 的 质量 , 求 平台 的 加 速度 。 








图 10. 26 题 四 (14) 图 


图 10.25 题 四 (13) 图 


15， 如 图 10. 27 所 示 ， 用 相同 材料 做 成 的 均 质 杆 AC 和 - 2 
BC 用 匀 链 在 点 C 连接 。 已 知 AC=25cm，BC=40cm。 处 入 R 
于 铅 直 面 内 的 各 杆 从 CC, 二 24cm 处 静止 释放 。 当 ABC 
运动 到 位 于 同一 直线 上 时 ， 求 杆 端 A、B 各 自 沿 先 滑 水 平 
面 的 位 移 s4 和 s4。 SN 

16. 匀 质 曲柄 OA 重 G,， 长 为 ">， 初始 时 曲柄 在 OA， 
位 置 。 曲 柄 受 力 偶 作用 以 角速度 ow 转动 ， 转角 g 一 wit， 图 10.27 题 四 (15) 图 
并 带动 总 重 G, 的 滑 槽 、 连 杆 和 活塞 .了 B 作 水 平 往复 运动 ; 
如 图 10. 28 所 示 。 已 知 机 构 在 铅 直面 内 ,在 活塞 上 作用 着 水 平常 力 下 。 试 求 作 用 在 曲柄 轴 
O 上 的 最 大 水 平分 力 (不 计 滑 块 的 质量 和 各 处 的 摩 探 ) 

17. 质量 为 ms 举 径 为 R 的 匀 质 半圆 形 板 、 C 点 为 半 国 板 的 质心 (0C= 超 ). 受 力 偶 
M 作用 ， 在 锁 垂 面 内 绕 O 轴 转 动 ， 转 动 的 角速度 与 角 加 速度 分 别 为 w 和 e， 如 图 10. 29 所 
示 。 当 OC 与 术 平 线 成 任意 角 y 时 ， 求 该 瞬时 轴 O 的 约束 反 力 。 











10.29 题 四 (17) 图 


图 10.28 题 四 (16) 图 
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质点 (或 闫 点 系 ) 的 动量 和 矩 


质点 系 对 于 固定 点 和 质心 的 动 
量 算 





动量 矩 定理 


能 应 用 该 定理 求解 动力 学 问题 


刚体 定 轴 转 动 微分 方程 





刚体 平面 运动 微分 方程 





能 应 用 该 7 





解 动 力学 问题 





刚体 平面 运动 的 分 解 


清寺 入 来 全 


动量 矩 定 理 是 动力 学 普遍 定理 之 一 ， 它 给 出 质点 系 的 动量 和 矩 与 质点 系 受 机 械 作用 的 
冲 量 和 矩 之 间 的 关系 。 动 量 矩 定理 有 微分 形式 和 积分 形式 两 种 形式 。 质 点 系 的 动量 矩 定理 
是 讨论 刚体 转动 的 基础 ， 而 质点 系 对 质心 的 动量 答 定 理 是 讨论 刚体 相对 于 质心 的 转动 的 
基础 。 因 为 刚体 的 一 般 运 动 可 分 解 为 随 质心 的 平 动 和 绕 质 心 的 转动 ， 刚 体 绕 质 心 转动 可 
由 质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 定理 来 解决 。 动 量 矩 定理 在 人 们 的 日 常生 活 和 工程 实践 中 
有 相当 广泛 的 应 用 。 例 如 ， 直 升 机 尾 旋 加 的 转速 和 桨 叶 角 的 变化 控制 直升机 的 左 转弯 、 
右 转弯 和 直 飞 ， 风 力 发 电机 利用 风力 带动 风车 叶片 旋转 ， 再 透 过 增 速 机 将 旋转 的 速度 提 
升 ， 来 促使 发 电机 发 电 ; 潜水 全 尾 装 有 螺旋 桨 和 方向 船 ， 保 证 潜艇 航行 和 变换 航向 ; 切 
割 机 锯 片 的 高 速 旋转 可 进行 切割 加 工 ; 水 车 由 于 水 的 冲力 而 使 轮 人 全 
量 红 定理 。 通 过 本 章 的 学 习 ， 我 们 不 仅 可 以 掌握 动量 给 定理 的 基础 知识 ， 而 且 能 自沉 地 
Me Rg ed 些 问题 。 






角 动 量 守恒 转台 


11.1 质点 和 质点 系 的 动量 和 矩 











在 第 10 章 中 介绍 了 动量 的 概念 ， 它 虽 是 物体 机 械 运 动 强度 的 一 种 度量 ， 但 是 用 以 度 
最 转动 物体 的 机 械 运 动 强度 时 就 会 遇 到 困难 ， 例如 ， 圆 盘 绕 通过 质心 的 固定 轴 转 动 时 ， 无 
论 圆 盘 质 量 多 大 、 转 动 多 快 ， 因 其 质心 固定 在 转轴 上 ， 它 的 速度 始终 为 零 ， 据 此 ， 圆 盘 的 
动量 将 恒 等 于 零 。 实 际 上 圆 盘 在 转动 过 程 中 ， 除 转轴 上 各 质点 外 ， 其 余 的 质点 均 在 作 圆周 
运动 ， 圆 盘 应 具有 机 械 运动 强度 。 为 了 度量 质点 或 质点 系 绕 某 固定 轴 转 动 时 的 机 械 运动 强 
度 ， 可 引进 一 个 新 的 物理 量 一 一 动量 矩 。 
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11.1.1 质点 的 动量 和 天 


设 有 质点 M， 其 质量 为 m， 速 度 为 u, 动量 为 mv， 点 M 的 失 径 为 r>， 如 图 11.1 所 
示 。 把 质点 M 的 动量 mv 对 O 点 的 矩 ， 即 
Lo=Mo(mv)=rXmv 二 
定义 为 质点 的 动量 对 于 点 O 的 动量 矩 。 由 式 (11 - 1) 可 以 
看 出 ， 质 点 的 动量 对 于 点 O 的 动量 矩 是 矢量 。 
质点 动量 mv 在 Ory 平面 上 的 投影 ww 对 于 点 O 的 
动量 矩 ， 定 义 为 质点 的 动量 对 = 轴 的 矩 ， 即 
L:=M.(mv)=Mo(mv,,) (11=2) 
由 式 (11 -2) 可 以 看 出 ,质点 的 动量 对 于 = 轴 的 动量 矩 
是 代数 量 。 由 投影 关系 可 知 ,个 
M. mw) EFM Orv). (ll1-3) 
即 质点 的 动量 对 于 某 点 的 动量 矩 矢 在 通过 该 点 的 = 轴 上 
的 投影 等 于 该 点 的 动量 对 于 该 轴 的 动量 矩 。 动 量 矩 的 单位 











11.1 质点 的 动量 矩 


为 kg* m/s。 
11.1.2 质点 系 的 动量 条 6 > 


质点 系 对 点 O 的 动量 逢 等 于 各 质点 对 同一 点 O 的 动量 条 的 矢量 和 ， 或 称 为 质点 系 动 
量 对 点 O 的 主 矩 ， 即 和 








Lo = 24 (1-4) 
I 六 轴 的 动量 矩 的 代数 和 ， 即 
= PM. mo) (11-5) 


xX 


a 








11.1.3 刚体 绕 定 轴 转 动 时 对 转轴 的 动量 矩 


工程 中 ， 常 需 计 算 作 定 轴 转 动 的 刚体 对 固定 轴 的 动量 矩 。 设 刚体 以 匀 角 速度 w 绕 定 轴 
z 转动 ， 如 图 11. 2 所 示 ， 应 用 质点 系 对 = 轴 的 动量 矩 公式 ， 刚 
体 绕 定 轴 转 动 时 对 转轴 的 动量 矩 可 表示 为 


一 Sm) = i 
i=1 i=1 
= DI et om KR 


$ Dm =7., 称 为 刚体 对 = 轴 的 转动 惯量 ， 它 表明 了 


刚体 绕 定 轴 < 转动 时 的 惯性 大 小 。 di 从 式 可 见 ， 影 
响 其 大 小 的 因素 有 两 个 ,一 是 它 的 质量 大 小 ， 另 一 个 因素 具体 
反映 在 刚体 的 形状 及 其 与 转轴 的 相对 位 置 。 we 
kg.m:。 式 (11-6) 可 写 为 








11.2 质点 系 的 动量 矩 


====amnase 动 量 矩 定理 第 11 章 | 


L.=J.*w 《一 分 
结论 : 绕 定 轴 转 动 的 刚体 对 其 转轴 的 动量 和 矩 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 与 转动 角速度 
的 乘积 。 
11.1.4 常见 物体 的 转动 惯量 


若 刚体 的 质量 是 连续 分 布 的 ， 则 转动 惯量 公式 又 可 改写 成 如 下 形式 
三 = | am (11-8) 
利用 式 (11 - 8) 就 可 将 几 种 常见 的 形状 规则 、 质 量 均匀 刚体 的 转动 惯量 计算 出 来 。 
(1) 对 于 长 为 !、 质 量 为 m 的 均 质 直 杆 ， 如 图 11. 3 所 示 ， 均 质 直 杆 对 过 端点 O 的 z 轴 
的 转动 惯量 为 




















J:= 人 * 到 dz 一 Dm: 


如 图 11.4 所 示 ， 均 质 直 杆 对 过 中 点 O 的 = 轴 的 转动 惯量 为 








图 11.3 均 质 直 杆 对 过 端点 O 的 图 11.4 均 质 直 杆 对 过 中 点 O 的 
< 畏 的 转动 惯量 ,> z 轴 的 转动 惯量 


(2) 对 于 于 多 为 质量 为 m 的 均 质 落 圆 环 ， 如 图 11. 5 所 示 ， 均 质 薄 圆 环 对 中 心 轴 的 
转动 惯量 为 
Jo 一 Dm = = mmr? 


(3) 对 于 半径 为 R、 质 量 为 m 的 均 质 国 板 ， 如 图 11.6 所 示 ， 均 质 圆 板 对 中 心 轴 的 转 
动 惯量 为 





图 11.5 均 质 薄 圆 环 对 中 心 轴 的 转动 惯量 图 11.6 均 质 圆 板 对 中 心 轴 的 转动 惯量 


R 
Jo= | 2 » mp’ 
0 TT 
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, 


= DmR: 


11.1.5 回转 半径 
在 工程 实际 中 有 时 也 把 转动 惯量 写成 刚体 的 总 质量 M 与 当量 长 度 o- 的 平方 的 乘积 形 


式 ， 即 
J.=Mp: (11-9) 


式 (11-9) 中 ，p- 称 为 刚体 对 于 = 轴 的 回转 半径 ， 又 称 惯 性 半径 。 于 是 


= ja (11-10) 


工程 中 几 种 常用 简单 形状 均 质 物体 的 转动 惯量 的 计算 可 得 表 过 =1。 


























表 11-1 简单 形状 均 质 物体 的 转动 名 前 

物体 形状 转动 惯量 | 回转 半径 物体 形状 。 ”| ”转动 惯量 回转 半径 

所 \ 国术 

细 长 杆 人 
z J ,= 二 mt 讽 到 mnR: 志 -ER 

天 = 二 mi/ 本 1 =—J,—+mR: p=p,—TR 
E ) “圆柱 体 
细 贺 环卫、_ SN 

J:=mR’ 花王 入 黄 志 二 mR = 























11.1.6 平行 移 轴 公式 
表 11-1 仅 给 出 了 刚体 对 通过 质心 轴 的 转动 惯量 。 在 工程 实际 中 ， 有 时 需要 确定 刚体 
对 不 通过 质心 轴 的 转动 惯量 ， 这 就 需要 利用 如 下 转动 惯量 的 平行 移 轴 定 理 ， 即 刚体 对 于 任 
一 轴 zx 的 转动 惯量 ， 等 于 刚体 对 与 此 轴 平 行 的 质心 轴 的 转动 惯量 J.， 加 上 刚体 的 质量 与 
>z' 轴 到 质心 轴 = 的 距离 a 平方 的 乘积 ， 即 
了 全 
【 例 11- 1】 钟 摆 简 化 如 图 11. 7 所 示 。 已 知 均 质 细 杆 和 均 质 圆 盘 的 质量 分 别 为 m 和 
ma ， 杆 长 为 /， 圆 盘 直 径 为 4。 求 钟 摆 对 于 通过 悬挂 点 O 的 水 平 轴 的 转动 惯量 。 
解 : 钟 摆 对 于 水 平 轴 O 的 转动 惯量 
Jo 一 Jor 十 Jos 
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式 中 ， 
a 
Jor 一 本 7 
设 Je 为 圆 盘 对 于 中 心 C 的 转动 惯量 ， 则 


Joa=Te+toa( 导 全] 


一 于 的 十 mz (二 二 


= 人 (人 CA+e+d] 
和 - 图 11.7 例 11-1 图 
| 





2 3 ys 2 
Jo=$m etm (Sa tetd) 


11.2 ”质点 和 质点 系 的 动量 矩 定 理 


11.2.1 质点 的 动量 矩 定理 


如 图 11. 8 所 示 的 质点 M， 其 动量 为 mv， 则 质点 M 对 点 O 的 动量 矩 用 矢 积 可 表示 为 
Milmv)=rXmo ~ 


上 式 两 边 分 别 对 时 间 求 导数 ， 可 得 








d dk d 
Malmo) qo m9) = Xmv+ rx (mv) 


1 
=vXmvt+rXF 
因为 Xmv=0, rxXF=Mo(F) 
这 样 可 得 


MAF) 


rom 一 my F=Mo(F) (L123 


式 (11 一 12) 称 为 质点 动量 矩 定理 ， 即 质点 对 某 定点 
图 11.8 质点 的 动量 矩 定理 的 动量 矩 对 时 间 的 一 阶 导数 等 于 作用 于 质点 的 力 对 同一 

















点 的 和 矩 。 
11.2.2 质点 系 的 动量 矩 定理 
设 有 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 每 个 质点 的 力 分 成 内 力 Fi 和 外 力 F;， 根据 质 点 的 动量 
矩 定理 有 
EMo m2) =Mo (FY + Mo FS) 
对 于 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 共 及 个 这 样 的 方程 ,将 这 个 方程 相 加 ,可 得 


3 EMo Gn) = DIMoCF) + DMoCF:) 
和 和 


=1 
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由 于 内 力 总 是 成 对 出 现 ， 故 IMo(F) 二 0, 上 式 可 写 为 


DD HMo0m 0) = DMoCF) 
气 


i=1 


即 
We em (11=13) 


式 (11 -13) 就 是 质点 系 的 动量 矩 定理 ， 可 表述 为 ， 点 系 对 于 某 定点 O 的 动量 矩 对 时 
间 的 导数 ， 等 于 作用 于 质 点 系 的 所 有 外 力 对 于 同一 ep 
式 (11 -13) 写 成 投影 形式 为 





(11 -14) 





11.2.3 动量 矩 守恒 定律 水 
若 作用 于 质点 系 上 外 力 对 菜 点 之 赴 的 笑 基 和 ( 即 外 力 偶 系 的 主 算 ) 为 零 ， 则 质点 系 的 总 
动量 矩 保 持 不 变 ， 即 如 果 Pmt ) 之 0. 则 Lo 一 常 儿 量 : 湛 作 用 在 质点 系 上 的 外 力 对 某 


国定 轴 之 类 的 代数 和 等 于 零 、 加 Dm CP) 0 时, 个 结论 称 为 动量 矩 守恒 
定律 。 
【 例 11-2】 如 图 1 9 所 示 的 提 和 装 罕 和 这 知 六 入 质量 为 m， 直径 为 4， 它 对 转轴 
的 转动 惯量 准 \、 作 用 在 滚 简 上 的 主动 转 撼 为 M， 被 提升 重 物 的 质量 为 m;。 求 重 物 上 升 
的 加 速度 。 





















解 : 取 滚 简 和 重 物 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 。 作 用 在 质点 系 上 
的 外 力 有 重 物 的 重量 mg， 滚 简 重 量 mg， 轴 承 O 处 的 约束 反 力 为 
下 , 、 玉 , ， 作 用 在 滚 简 上 的 主动 转 矩 为 M。 设 某 瞬 时 滚 简 转 动 的 角 速 


度 为 w， 则 重 物 上 升 的 速度 为 v= 整个 系统 对 转轴 O 的 动量 
和 矩 为 














Lo 一 Jo 十 za 4 =Jw+ mw 守 














mg 由 质点 系 的 动量 矩 定理 ， 有 
图 11.9 例 11-2 图 人 号 CUJo+mao 拖 ) 一 M mag 9 
即 (J 二 mw 千 ] 沁 =M 一 ms 舍 ， 于 是 深 简 角 加 速度 为 
_4M—2m,gd 
AJ Tmd 
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生物 上 升 的 加 速度 等 于 滚 简 边缘 上 任意 一 点 的 切 向 加 速度 ， 可 表示 为 
_ a _2Md—mgd’ 
2° 4J+md’ 

【 例 11-3】 均 质 滑轮 半径 分 别 为 r, 和 r;， 两 轮 固 连 在 一 起 并 安装 在 同一 转轴 O 〇 上 ， 
两 轮 共 重 为 mg ， 对 轮 心 O 的 转动 惯量 为 Jo， 如 图 11. 10 所 示 。 重 物 A、B 的 质量 分 别 为 
mi、ms。 求 重 物 A 向 下 运动 的 加 速度 。 

解 : 取 整 体 为 研究 对 象 ， 其 受 力 分 析 和 运动 分 析 如 图 11. 10 
所 示 。 应 用 质点 系 的 动量 矩 定理 ， 有 


























EL = TMF) 


而 质点 系 对 点 O 的 动量 矩 为 
Lo=Jowtm vr m2 vr 
一 全 (Jo 十 加 合十 ms 72) 


质点 系 所 有 外 力 对 0 点 的 算 的 代数 和 为 








EMoF)=m gr —m gr \ 四 \ 个 
du i Ne SS 
tr oe 
(Jotmritm2r Da ig 上 gr 
这 样 ， 重 物 A 向 下 运 动 的 加 速度 为 3 
X Gm mar) ge 
XC RE Jot+ mr Himer? 
【 例 11- 4】 如 图 11,11 所 示 的 调 速 器 中 长 为 24 的 水 平 杆 AB 与 锅 垂 轴 辕 连 ， 并 绕 
z 轴 转 动 。 其 两 端 用 绞 链 与 长 为 ! 的 细 杆 疙 C3 BD 相连 , 杆 AC、BD 位 于 销 垂 位 置 。 当 机 
构 以 角速度 几 绕 铬 垂 轴 转 动 时 ， 线 被 拉 断 。 此 后 , 杆 AC、BD 各 与 铅 垂 线 成 9 角 。 若 不 
计 各 杆 重量 ， 且 此 时 转轴 不 受 外 力矩 作用 ， 求 此 系统 的 角速度 w。 





{a) 


四 
图 11.11 例 11-4 图 

解 : 将 整个 调 速 器 视 为 研究 对 象 。 其 所 受 外力 有 小 球 的 重量 及 轴承 处 的 约束 反 力 ， 这 
些 力 对 转轴 之 矩 均 为 零 。 由 质点 系 的 动量 乍 守 恒定 律 知 ， 绳 拉 断 前 后 系统 对 = 轴 的 动量 矩 
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不 变 。 绳 拉 断 前 系统 对 = 轴 的 动量 矩 为 
六 一 [2 < 小 = 
强 拉 断后 系统 对 = 轴 的 动量 矩 为 
L!'=2 atlsing)o 
由 动量 矩 守恒 定律 工 .= 工 : ， 得 
2 Warw, =2 亚 (o 十 lsing)zw 
8 区 


于 是 解 得 绳 拉 断 后 系统 的 角速度 为 


a wo 
8 


ez 


(Ca 十 Lsin0) 


w= 


11.3 刚体 绕 定 轴 转 动 的 微分 方程 


设 定 轴 转 动 刚 体 上 作用 有 主动 力 Fl ，F,，*…、 ,和 轴承 的 约束 反 力 Fw 和 Fw， 如 
图 11. 12 所 示 。 刚 体 对 = 轴 的 转动 惯量 为 有: 角速度 为 w， 式 (11 - 7) 已 给 出 刚体 绕 周 定 
轴 = 转动 时 刚体 的 动量 矩 为 < 、 
大 二 J:w 
ER “各 果 不 计 轴 和 承 中 摩 探 ; 短 承 约束 反 力 对 = 轴 的 力矩 等 于 
履 笃 ，。， 零 根据 质点 系 对 = = 轴 的 动量 矩 定理 ， 有 











UC = PDM) 
即 
J re DM.F,) 
上 式 也 可 以 写 为 和 
J = PDM) (11-15) 
图 11 12 刚体 集 定 轩 转 动 ” 。。 式 (11 - 15) 称 为 刚体 绕 定 轴 的 转动 微分 方程 ， 即 刚体 对 





定 轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 等 于 作用 于 刚体 上 的 主 








动力 对 该 轴 的 矩 的 代数 和 。 

【 例 11-5】 均 质 直 杆 AB 和 OD,. 长 度 都 是 :， 质量 均 为 六 ,垂直 地 固 接 成 丁字 形 
且 DD 为 AB 的 中 点 ， 如 图 11. 13 所 示 。 此 丁字 杆 可 绕 过 点 0 的 固定 轴 转 动 ， 开始 时 OD 段 
静止 于 水 平 位 置 。 求 杆 转 过 g 角 时 的 角速度 和 角 加 速度 。 

解 : 选 丁字 杆 为 研究 对 象 ， 进 行 受 力 分 析 。 丁 字 杆 受到 重力 2mg 作用 .其 作用 点 为 
丁字 杆 的 质心 C, 在 O 点 受到 固定 贸 链 的 约束 反 力 Fo, 、Fo, 的 作用 。 当 杆 OD 与 水 平 直线 
的 夹 角 为 gp 时 ， 丁 字 杆 转动 的 角速度 为 w， 如 图 11. 13 所 示 。 

应 用 刚体 定 轴 转 动 微分 方程 ， 有 

Jo*e= > Mo(F) 
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式 中 ， 人 由 平行 移 轴 定理 ， 有 


Jo= me 十 1 站 ze tm Te 





通过 计算 ， 可 知 质心 C 到 转轴 OO 的 距离 为 OC 一 
故 有 
EMo(F)=2mg Xleosy 一 Dmgleosp 
将 以 上 两 式 代 入 刚体 定 轴 转 动 微分 方程 得 





Hm: e=Zmgleosy 
杆 转 过 g 角 时 的 角 加 速度 为 Ce 
ce 一 人 一 cos 7 图 11.13 例 11-5 图 
由 于 一 给 驾 =5 径 ， 代 人 上 式 ,可 得 
dp dt 9 dp， 


.1 。_18gAn 
pd = spd 
两 边 积 分 ， 并 利用 初始 条 件 ， 可 得 
| BR 17/ de 


杆 转 过 9 角 时 的 角速度 为 > > 


ee 
11.4 质点 系 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 


在 推导 和 应 用 动量 矩 定 理 时 ， 曾 强调 对 之 取 矩 的 点 或 轴 必 须 是 固定 的 。 如 果 质 点 系 

(如 作 平 面 运动 的 刚体 ?的 运动 可 分 解 为 随 质心 的 平 动 和 相对 于 质心 的 转动 ， 前 者 可 用 动量 

定理 或 质心 运动 定理 描述 ， 后 者 能 否 用 动量 矩 定理 来 描述 呢 ? 

z 以 质心 C 为 原点 ， 取 一 平 动 坐标 系 Cz'y > ， 如 

图 11.14 所 示 。 在 此 平 动 坐标 系 中 ， 质 点 mr 相对 矢 

径 为 r', 相对 速度 为 w 。 质 点 系 对 于 质心 C 的 动量 
和 矩 为 











Le=>Me mv)= Er Xm 
根据 点 的 速度 合成 定理 ， 有 
Vi= Ve vn 
质点 系 对 于 C 点 的 动量 矩 可 表示 为 
Lc=2r Xm (vet vi) = Tmr! Xvet Dr Xm vr 
图 11.14 质点 系 相对 于 质心 的 由 质心 坐标 公式 ， 有 
动量 和 矩 定理 Dmir: =mre 
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式 中 ，m 是 质点 系 的 总 质量 ,re 是 质心 C 在 动 坐标 系 中 的 矢 径 ， 而 质心 是 动 坐标 系 的 
原点 ， 即 re 二 0， 0 故 质点 系 对 于 质心 C 点 的 动量 矩 为 
高 六 人 
任 一 质点 mw 相对 于 OO 点 的 矢 径 分 别 为 六 ， 绝 对 速度 为 ww， 则 质点 系 对 于 O 点 的 动量 
和 矩 为 





Lo= > Momiv;)= Dr, Xi vi 
由 图 可 知 
ri=rctr! 
于 是 
Lo= Dr, Xmiv;= Tretr!) Xm,v; 
= Dre Xmvit Dr Xmiv; 
又 根据 质点 系 动量 定理 计算 公式 有 
Emiv,;=mve 
式 中 ，wc 为 其 质心 C 的 速度 。 这 样 ， 质点 点 系 对 于 点 的 友基 可 表示 为 
Lo=rc XmucLel\ (11-16) 
式 (10 -16) 表 明 ， 质点 系 对 任 一 点 O 的 动 晤 算 等 于 集中 于 系统 质心 的 动量 加 wc 对 于 点 
O 的 动量 矩 再 加 上 此 系统 对 于 质心 C 的 动量 撼 e( 为 矢量 和 )。 


由 质点 系 对 定点 的 动量 矩 定 STM) 可 各 


Ne 





+ d= Br a 
即 X Ww 


一 \ 
dre d x 
Ca Xmvctrc xX 下 








Le Drctr) xXF: 





> 
，vcXvc 二 0, mac 王 了 F;， 上 式 可 写 为 





dL.=Dr'xF 

dt 
上 式 右 端 是 外 力 对 于 质心 的 主 矩 ， 于 是 得 

Le =Me(F) (11 =17 
即 质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 对 时 间 的 导数 ， 等 于 作用 于 质点 系 的 外 力 对 于 质心 的 主 








矩 。 这 个 结论 称 为 质点 系 对 于 质心 的 动量 矩 定理 。 该 定理 在 形式 上 与 质点 系 对 于 固定 点 的 
动量 矩 定理 完全 相同 。 











11.5 刚体 平面 运动 微分 方程 








由 于 质点 系 ( 或 刚体 ) 的 平面 运动 可 分 解 为 随 质心 的 平 动 与 相对 质心 的 转动 刚体 平面 
运动 微分 方程 只 需 分 别 建立 以 上 两 种 运动 的 运动 微分 方程 。 如 图 11. 15 所 示 的 刚体 作 平面 
运动 ， 其 在 平面 坐标 系 内 的 位 置 可 以 其 内 的 一 条 直线 CA 来 确定 。 要 确定 直线 CA 的 位 置 ， 
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只 需 确 定点 C 的 坐标 及 该 直线 的 方位 。 点 C 坐标 随时 间 的 变化 规律 可 应 用 质心 运动 定理 来 
求解 ; 直线 CA 的 方位 角 9 随时 间 的 变化 规律 可 应 用 质点 系 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 来 求 
解 。 这 样 ， 结 合 质心 运动 定理 和 质点 系 相 对 于 质心 的 动量 矩 定 理 ， 刚 体 平面 运动 微分 方程 
可 写 为 








DD 
| 人 
写成 投影 形式 为 
Cr 
[es, (11 -19) 
Jc$ =EMe(F) 


本 


式 中 ， J 为 刚体 对 通过 质心 C 且 与 运动 平面 垂直 的 轴 的 转动 惯 | 人 A 
量 ; w 为 其 角速度 。 “图 11. 15 ”刚体 作 平面 运动 
【 例 11-6】 试 证 明 质 点 系 对 于 某 定点 O 的 动量 矩 等 : 质量 集中 于 质心 时 的 动量 
矩 ， 加 上 各 质点 的 动量 对 于 质心 矩 的 矢量 和 。 即 MoGCimar) 一 MoCmauc) 十 之 MeCmiui) 
明 : 设 质点 Mi; 的 质量 为 m;， 该 质点 的 速度 为 |v;、 质 点 M, 的 矢 径 为 r;， 质点 M; 相 
对 质心 C 的 矢 径 为 r;， 质心 C 矢 径 为 rc， 质心 \C 的 速度 为 ve。 原点 O 为 定点 ， 如 
图 11. 16 所 示 。 故 有 E> 
EMo mw) = Dm v= Dretr) X mw, 
he Xm w+ Sr xX py, 












rc X Dmiv;t 2 Cor 而 ) 
=rc Xmvwe + EMe Ch vi) 





X 


pA =Mo (mveI kD mw) 

【 例 11-7】 半径 为 r、 质 量 为 m 的 均 质 圆 轮 沿 水 平 直线 作 纯 滚动 ， 如 图 11. 17 所 示 。 
设 圆 轮 的 惯性 : 径 为 所， 作用 在 圆 轮 上 的 力 和 个 矩 为 M。 求 轮 心 的 加 速度 。 如 果 圆 轮 对 地 面 
的 静摩擦 因数 为 六 ， 力 偶 矩 M 必须 符合 什么 条 件 才能 不 致使 圆 轮滑 动 ? 

解 : 取 圆 轮 为 研究 对 象 。 作 用 在 圆 轮 上 的 外 力 有 重 物 的 重量 mg 、 地 面 对 圆 轮 的 正 压 
力 Fy、 滑动 摩擦 力 正 ， 以 及 作用 在 圆 轮 上 的 力 偶 矩 M， 如 图 11. 17 所 示 。 根 据 刚 体 平面 

运动 的 微分 方程 可 列 出 如 下 三 个 方程 























7aacr 一 下 
mac, =Fys—mg 


mpt. * e=M—F 





图 11.16 例 11-6 图 图 11.17 例 11-7 图 
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因为 ac 二 ac，ac =0， 根 据 圆 轮 滚 而 不 滑 的 条 件 ， 有 ac 三 re。 联 立 求解 得 
ER 


Wa 
Si Te 
MT 


欲 使 圆 轮 滚 而 不 滑 ， 必 须 有 Ff.F、 二 /.mg。 于 是 圆 轮 深 而 不 滑 的 条 件 为 


pitr 
r 


【 例 11-8】 如 图 11. 18 所 示 ， 质量 为 m 的 有 偏心 的 轮子 在 水 平面 上 作 平 面 运动 。 轮 
子 轴 心 为 A， 质 心 为 C，AC==e， 轮子 半径 为 R， 对 轴 心 A 的 转动 惯量 为 J,。。C、A、B 
在 同一 销 直线 上 。 问 : (1) 轮 子 只 滚 不 滑 时 ， 若 v4 为 已 知 ， 则 轮子 的 动量 和 对 点 B 的 动量 
矩 各 为 多 少 ? (2) 轮 子 又 滚 又 滑 时 ， 若 ws、w 均 已 知 ， 则 轮子 的 动 最 和 对 点 B 的 动量 矩 又 
各 为 多 少 ? 入 多 





M 近 广 mg 

















解 : 当 轮 子 只 深 不 滑 时 -点 也 速度 应 为 零 ,轮子 角速度 
,质心 C 的 速度 为 
K \N ps BO (R+O 荐 


故 轮 巴 的 动量 为 了 


N 





1 PWve Fm(R+o) 攻 


图 11.18 例 11-8 图 轮子 对 归 点 的 动量 矩 为 
2 GY Ls=jiw 





由 于 Js 二 J 十 (RE):, J4=Jc+aej 
入 Js=Jatm(R+e)’ —me’ 
代入 动量 矩 公式 中 ， 可 得 轮子 对 点 B 的 动量 矩 
Ls=[J4+m(R+ :一 me*] 营 
轮子 又 滚 又 滑 时 ， 取 A 为 基点 ,由 wv. 二 va 十 ve 可 求 得 C 的 速度 大 小 为 ve 二 wi 十 w *e， 
故 轮子 的 动量 为 





P=mvc=m(va tw* e) 
由 于 Ls 二 Ms (mve) 十 也 Me (mv;)， 故 轮子 对 B 点 的 动量 矩 为 
Ls=mve * BC+Jcw=m(vatw* e)(R+e)+ (Ja—me’)w 
=mva (Re)+ (Jat+meR)w 

【 例 11-9】 均 质 圆柱 体 A 和 B 的 重量 均 为 P， 半 径 均 为 +, 一 绳 缠 在 绕 固定 轴 O 转 
动 的 圆柱 体 A 上 . 绳 的 另 一 端 绕 在 圆柱 体 B 上 。. 如 图 11. 19 所 示 。 不 计 摩 擦 及 绳子 自重 。 
求 : (1) 圆 柱 体 B 下降 时 质心 的 加 速度 ;(2) 若 在 圆柱 体 A 上 作用 一 逆 时 针 转 向 的 转 矩 M， 
试问 在 什么 条 件 下 圆柱 体 B 的 质心 将 上 升 ? 

解 : 分 别 取 轮 A 和 B 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 11. 20 所 示 。 轮 A 作 定 轴 转 动 ， 轮 B 作 
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平面 运动 。 对 轮 A 应 用 刚体 定 轴 转动 微分 方程 ， 有 
Jaea=Fr*r (a) 























Fr 
4 ffoy 站 
9 Foxr le 用 en 
坟 Fr 
an 
图 11.19 例 11-9 图 图 11.20 受 力 分 析 图 (一 ) 
对 轮 B 应 用 平面 运动 微分 方程 有 | 
Pp—F'=£os MR (b) 
KAN 
J ses FT 四 (c) 
式 中 ，K 王 Fr ， 几 一 =Jn= 中 ， 由 轮 及 的 运动 学 区 分 析 可 知 ，asg 一 ac 十 am 一 (ea 十 eg)。r， 





代入 后 求解 可 得 到 圆柱 体 B F 降 时 质心 的 加 速度 4s = BER 


若 在 A 轮 上 作用 - 逆 时 人 苇 短 WI， 分 别 取 轮 A 和 五， 为 研究 对 象 ， 受 力 如 图 11. 21 所 
了 示 。 同 上 面 的 分 析 相 似 作 分 别 列 两 轮 的 动力 学 微分 方程 


FE 
4 fe 并 XK 
0 Fox J tas C Es 
P Fs; 
an 


11.21 受 力 分 析 图 (二 ) 





对 于 A 轮 有 
Jaea=Fr* r—M (d) 





也 轮 动力 学 方程 仍 为 式 (b) 和 式 (c)。 式 中 ，F1 二 Fi， =J4= 卸 ， au 一 (ea 十 sa) 。 


x， 代入 后 求解 可 得 到 圆柱 体 B 下 降 时 质心 的 加 速度 
2Pr=—M 
3Er “有 
当 as 和 0 时 ， 即 M2Pr 时 ,圆柱 体 B 的 质心 将 上 升 。 
【 例 11 - 10】 一 均 质 滚 子 质量 为 2， 半 径 为 >， 放 在 粗糙 的 水 平地 面 上 ， 如 图 11. 22(a) 
所 示 。 在 滚 子 的 鼓 轮 上 绕 以 绳子 ， 其 上 作用 有 常 力 T， 方 向 与 水 平 线 成 < 角 。 鼓 轮 的 半径 为 





ap 一 
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4， 滚 子 对 轴 C 的 回转 半径 为 p， 作 只 滚 不 滑 的 运动 ， 试 求 滚 子 C 的 加 速度 。 





图 11.22 例 11-10 图 


解 ， 深 子 作 平 面 运动 。 可 应 用 平面 运动 微分 方程 进行 求解 2 选 滚 子 为 研究 对 象 ， 受 
分 析 如 图 11. 22(b) 所 示 。 其 上 作用 有 重力 mg 、 常 力 T、 On os 
面 运动 微分 方程 ， 可 得 








mp’ * e=Fs. < 六 
欠 了 只 深 不 滑 ， 其 角速度 和 轮 心 的 加 速度 的 关系 为 
NY 让 


本 
联 立 求解 以 上 方程 ， 可 得 深 开 /C 的 各 法 4 


_T ie 工友 人 





质点 的 动量 对 于 某 点 (或 某 轴 ) 的 矩 称 为 质点 对 于 该 点 (或 该 轴 ) 的 动量 矩 。 质 点 动量 对 
某 点 的 动量 矩 是 矢量 ， 对 于 某 轴 的 动量 矩 是 代数 量 。 质 点 系 对 于 某 点 的 动量 矩 等 于 各 质点 
的 动量 对 于 该 点 动量 矩 的 矢量 和 ， 而 对 于 某 轴 的 动量 矩 等 于 各 质点 的 动量 对 于 该 轴 动 量 矩 
的 代数 和 。 

质点 系 对 于 某 点 的 动量 矩 在 通过 该 点 的 轴 上 的 投影 等 于 质点 系 对 于 该 轴 的 动量 矩 。 要 
理解 并 能 推导 质点 系 对 于 任 一 点 的 动量 矩 和 质点 系 对 于 质心 的 动量 矩 的 关系 。 

质点 系 的 动量 矩 定理 建立 了 作用 于 质点 系 的 外 力 对 于 某 点 的 主 矩 与 质点 系 对 于 该 点 动 
量 矩 的 关系 。 在 具体 应 用 时 要 用 到 其 投影 形式 。 因 质点 系 动量 矩 的 改变 与 内 力 无 关 ， 故 在 











应 用 质点 系 的 动量 矩 定理 时 ， 只 需 考 虑 外 力 ， 而 不 考虑 内 力 。 质 点 系 的 动量 矩 守 便 定律 是 
质点 系 动量 矩 定理 的 特殊 情形 ， 它 反映 了 当 机 械 运动 为 转动 时 相互 传递 的 规律 ， 应 用 十 分 


方便 ， 但 必须 要 注意 动量 失守 恒定 律 成 立 的 条 件 。 
刚体 定 轴 转 动 微分 方程 可 以 理解 为 质点 系 动量 矩 定理 的 一 个 具体 应 用 。 要 能 理解 转动 
惯量 的 概念 并 能 计算 常见 物体 的 转动 惯量 。 
刚体 平面 运动 可 分 解 为 刚体 随 基 点 的 平 动 和 绕 基点 的 转动 ， 列 刚体 平面 运动 微分 方程 
时 应 注意 这 里 的 基点 必须 是 质心 ， 否 则 其 动力 学 方程 的 形式 相当 复杂 。 
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习 题 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “\/”， 错 误 的 打 “X”) 
1. 质点 系 对 某 固定 点 (或 固定 轴 ) 的 动量 窍 ， 等 于 质点 系 的 动量 对 该 点 (或 轴 ) 的 矩 。 


* 汶 

2. 质点 系 所 受 外 力 对 某 点 (或 轴 ) 之 和 矩 恒 为 零 ， 则 质点 系 对 该 点 (或 轴 ) 的 动量 矩 不 变 。 

《3 

3. 质点 系 动量 矩 的 变化 与 外 力 有 关 ， 与 内 力 无 关 。 ( 了 

4. 质点 系 对 某 点 动量 矩 守恒 ， 则 对 过 该 点 的 任意 轴 也 守恒 。 ( ) 
5， 定 轴 转 动 刚 体 对 转轴 的 动量 答 ,等 于 刚体 对 该 轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 之 积 。 

2 ( ] 


< ，" 
6 在 对 所 有 平行 于 质心 轴 的 转动 惯量 中 ， 以 对 质心 轴 榴 转动 惯量 为 最 大 。 (。) 
7， 质点 系 对 某 某 点 的 动量 矩 定理 守 2 一 Swe 岗 拓 “O” 是 固定 点 或 质点 系 的 质心 。 





8， 如 图 11, 23 所 示 ， 加 丫 在 转盘 Ci 让， 对 


1 
转轴 的 转动 惯量 为 /= 十 mr 下 ， 式 中 ， 雪人 1 8 


为 AB 杆 的 质 量 。 4 \ ( 
9. 当 计 质点 系 带 度 胶 心太 男 各 时 ， 动量 失 涯 更 


有 加 Lo 一 Swed iz. 机 不 寺 加 人 全 条 伯 ， 


>» 





家 

















NA P © ) 图 11.23 题 一 (8) 图 

10 平面 亿 方 侧 体 所 受 外 力 对 质心 的 主 矩 等 于 零 骨 
刚体 只 能 作 平 动 ; 车 所 受 外 力 的 主 矢 等 于 零 ， 刚 体 只 能 作 绕 质心 的 转动 。 ( ) 

二 、 填空 题 

1. 绕 定 轴 转动 的 刚体 对 转轴 的 动量 矩 等 于 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 与 的 乘积 。 

2. 质量 为 m 的 刚体 绕 > 轴 转 动 的 回旋 半径 为 p， 则 刚体 对 > 轴 的 转动 惯量 
为 

3. 质点 系 的 质量 与 质心 速度 的 乘积 称 为 

4. 质点 系 的 动量 对 某 点 的 矩 随时 间 的 变化 规律 只 与 系统 所 受 的 对 该 点 的 矩 
有 关 ， 而 与 系统 的 无 关 。 

5. 质点 系 对 某 点 动量 矩 守恒 的 条 件 是 ， 质 点 系 的 动量 对 zx 轴 的 动量 矩 守恒 
的 条 件 是 


6. 质点 M 的 质量 为 m， ts 
acoskt，y 一 bsinkt， 其 中 a、b、 上 为 常数 ， 则 质点 对 原点 O 的 动量 矩 为 
a et 
点 和 A 自由 转动 ， 杆 OA 由 水 平 位 置 无 初速 度 地 释放 。 已 知 杆 长 为 1， 质量 为 m， 圆 盘 半 径 
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为 R， 质量 为 M。 当 杆 转动 的 角速度 为 时 ， 杆 OA 对 点 O 的 动量 矩 Lo 一 ; 圆 
盘 对 点 O 的 动量 矩 工 o 一 ; 圆 盘 对 点 A 的 动量 矩 工 \ 一 。 

















图 11.24 题 二 (6) 图 图 11.25 题 二 (7) 图 


8. 均 质 工 形 杆 ,OA= BA 一 AC=!， 总 质量 为 mn， 绕 O 轴 转 动 的 角速度 为 w， 如 
图 11. 26 所 示 ， 则 它 对 O 轴 的 动量 矩 Lo 一 

9. 半径 为 R、 质 量 为 m 的 均 质 圆 盘 ， 在 其 上 控 去 一 .个 六 多 为 一 R/2 的 圆 孔 ， 如 
图 11. 27 所 示 ， 则 圆 盘 对 圆心 O 的 转动 惯量 Jo 一 \ 

10. 半径 同 为 RR、 重量 同 为 G 的 两 个 均 质 定 滑轮 > 一 个 轮 上 通过 绳索 县 一 重量 为 
Q 的 重 物 ， 另 一 轮 上 用 一 等 于 @ 的 力 拉 绳 索 必 如 图 让. 28 所 示 ， 则 图 11. 28(a) 轮 的 
角 加 速度 e 一 ;图 11. 38(b 轮 的 角 胃 速记 = 一 

















图 11.26” 是 二 (8) 图 图 11.27 题 二 (9) 图 图 11.28 题 二 (10) 图 


三 、 选 择 题 
1. 均 质 杆 AB 的 质量 为 mw， 两 端 用 张 紧 的 绳子 系 住 ， 绕 轴 O 转动， 如 图 11. 29 所 示 ， 
则 杆 AB 对 O 轴 的 动量 矩 为 ( ) 。 


A Bmw B. Bmio [者 la D. 下 mio 


2. 均 质 圆 环 绕 = 轴 转 动 ， 在 环 中 的 A 点 处 放 一 小 球 ， 如 图 11. 30 所 示 。 在 微 扰动 下 ， 
小 球 离开 A 点 运动 。 不 计 摩 擦 力 ， 则 此 系统 运动 过 程 中 ( )s 
A. w 不 变 ， 系统 对 = 轴 的 动量 和 矩 守 人 恒 
B. w 改 变 . 系统 对 = 轴 的 动量 矩 守恒 
C. w 不 变 ， 系统 对 = 轴 的 动量 矩 不 守恒 
D. w 改变 ， 系统 对 = 轴 的 动量 矩 不 守恒 
3. 跨 过 滑轮 的 轮 绳 ， 一端 系 一 重 物 ， 另 一 端 有 一 与 重 物 重量 相等 的 猴子 ， 从 静止 开 
始 以 速度 ， 向 上 怜 ， 如 图 11. 31 所 示 。 若 不 计 强 子 和 滑轮 的 质量 及 摩擦 , 则 重 物 的 速度 
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A. 等 于 uv， 方 向 向 下 B. 等 于 vw, 方向 向 上 
C. 不 等 于 v D. 重 物 不 动 














图 11.29 题 三 (1) 图 图 13i 是 三 (2) 图 
4. 在 图 11. 32 中 ， 摆 杆 OA 的 重量 为 G， 对 O 轴 转动 惯量 为 了 ， 弹 迁 的 刚性 系数 为 
杆 在 铅 垂 位 置 时 弹簧 无 变形 ， 则 杆 微 摆动 微分 方程 为 C )( 设 sing 一 0) 。 
A. J 人 一 一 kazg 一 Gb0 6 =ka’0+GbO 
C. 一 10 = 一 hab 一 GUO-D. 一 16 =ka’0—Gb0 








图 11.31 题 三 (3) 图 图 11.32 题 三 (4) 图 


5. 在 图 11. 33 中 ,一 半径 为 R、 质 量 为 m 的 圆 轮 ， 在 下列 情况 下 沿 水 平面 作 纯 深 动 : 
(1) 轮 上 作用 一 顺 时 针 的 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 ; (2) 轮 心 作用 一 大 小 等 于 M/R 的 水 平 向 右 的 
力 下 。 若 不 计 滚 动 摩擦 ， 两 种 情况 下 ( )5 
A. 轮 心 加 速度 相等 ， 滑 动 摩擦 力 大 小 相等 
B. 轮 心 加 速度 不 相等 ， 滑 动 摩擦 力 大 小 相等 
C. 轮 心 加 速度 相等 ,滑动 摩 擦 力 大 小 不 相等 
D. 轮 心 加 速度 不 相等 ， 滑 动 摩擦 力 大 小 不 相等 
6. 如 图 11. 34 所 示 组 合体 由 均 质 细 长 杆 和 均 质 圆 盘 组 成 ， 均 质 细 长 杆 质量 为 M ,长 
为 L， 均 质 圆 盘 质量 为 M: ， 半 径 为 R， 则 刚体 对 O 轴 的 转动 惯量 为 ( )s 


A. Jo= + MR MRTL) 
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一 MT MT Rz 二 2 
B. Jo= 玉 [++ 六 MR*++M;(R+L) 
C. Jo= 和 7 十 工 M Re 十 ML 
3 
D. Jo—ML: + lM,R:+M,R: 
3 
M 
-一 
图 11.33 题 三 (5) 图 < 图 11.34 题 三 (6) 图 
,x CS 
四 、 计 算 题 ry， 


1. 各 均 质 物体 的 质量 均 为 m， 物 良 朋 尺寸 及 线 同 定 轴 转 动 的 角 速 认 方 向 如 图 11. 35 所 
试 求 各 物体 对 通过 点 O 并 着 与 图 面 和 的 负 的 动量 人 > xX\、 


国电 


图 11.35 题 四 (1) 图 


2. 如 图 11. 36 所 示 ， 鼓 轮 的 质量 mm 一 1800kg， 半径 ”一 
0. 25m， 对 转轴 O 的 转动 惯量 Jo 一 85. 3kg。m':。 现 在 鼓 轮 上 作 
用 力 偶 窍 M,=7.43kN。m 来 提升 质量 ms 二 2700kg 的 物体 A。 
试 求 物体 A 上 升 的 加 速度 ,绳索 的 拉力 以 及 轴承 O 的 反 力 。 绳 
索 的 质量 和 轴承 的 摩擦 都 忽略 不 计 。 

3. 半径 为 R、 质 量 为 m 的 均 质 圆 盘 与 长 为 !、 质 量 为 M 的 
均 质 杆 铵 接 ， 如 图 11. 37 所 示 。 杆 以 角速度 w 绕 轴 O 转动 ， 贺 
盘 以 相对 角速度 w, 绕 点 A 转动 ，(1)ow=ow; (2)w, 二 一 w， 试 求 

图 11.36 题 四 (2) 图 “系统 对 转轴 O 的 动量 和 矩 。 

4. 两 小 球 C、D 质量 均 为 mx， 用 长 为 2! 的 均 质 杆 连接 ， 杆 的 质量 为 M， 杆 的 中 点 固 
定 在 轴 AB 上 ，CD 与 轴 AB 的 夹 角 为 9， 如 图 11. 38 所 示 。 轴 以 角速度 w 转动 ， 试 求 系统 
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对 转轴 AB 的 动量 矩 。 

5. 小 球 M 系 于 线 MOA 的 一 端 ， 此 线 穿 过 一 铬 垂 管道 ， 如 图 11. 39 所 示 。 小 球 M 绕 
轴 沿 半径 MC= 尺 作 水 平 运动 ， 转 速 一 120r/min。 今 将 线 OA 慢 慢 拉 下 ， 则 小 球 M 在 半 
径 M'C'= 旦 的 水 平 圆 上 运动 ， 试 求 该 明 时 小 球 的 转速 。 








图 11.37 题 四 (3) 图 人 国 11.38 题 四 (4) 图 
6， 一 直角 昌 架 ADB 能 绕 其 铅 垂 边 AD 旋转 和 如 图 11. 40 所 示 。 在 水 平 边 上 有 一 质量 


为 m 的 物体 C， 开 始 时 系统 以 角速度 wo 绕 轴 AD 转动 ， 物体 C 距 DD 点 为 a, 设 曲 架 对 AD 
轴 的 转动 惯 其 为 /-， 求 曲 架 转动 的 角速度 ”与 距离 DC 一 之 间 的 关系 。 





图 11.39 题 四 (5) 图 图 11.40 题 四 (6) 图 


7. 电动 机 制 动 用 的 闸 轮 重 为 P( 可 视 为 均 质 圆 环 ) ， 以 角 
速度 m 绕 轴 转 动 ， 如 图 11. 41 所 示 。 已 知 闸 块 与 阅 轮 间 的 滑 
动 摩擦 因数 为 上 ， 闸 轮 的 半径 为 >， 它 对 O 轴 的 转动 惯量 为 
Jo 王 mr， 制 动 时 间 为 证， 设 轴 承 中 的 摩擦 不 计 ， 求 闸 块 给 
闸 轮 的 正 压力 Fx。 

8. 如 图 11. 42 所 示 两 轮 的 半径 为 RI、R;， 质量 分 别 为 
mm 、mz。 两 轮 用 胶带 连接 ,各 绕 两 平行 的 固定 轴 转 动 ， 若 在 
第 一 轮 上 作用 主动 力矩 M, 在 第 二 轮 上 作用 阻力 矩 M'。 视 贺 图 11.41 题 四 (7) 图 
轮 为 均 质 圆 盘 ， 胶 带 与 轮 间 无 滑动 ， 胶带 质量 不 计 ， 试 求 第 
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- 轮 的 角 加 速度 。 
9. 如 图 11. 43 所 示 绞 车 ,提升 一 重量 为 P 的 重 物 .在 其 主动 轴 上 作用 一 不 变 的 力矩 
M。 已 知 主动 轴 和 从 动 轴 的 转动 惯量 分 别 为 J, 、J,， 传动 比 一 二， 吊 索 缠绕 在 从 动 轮 上 ， 
从 动 轮 半 径 为 R， 轴 和 承 的 摩擦 力 不 计 ， 试 求 重 物 的 加 速度 



































图 11.42 题 四 (8) 图 ~ “图 11.43 题 四 (9) 图 


10， 如 图 11. 44 所 示 均 质 杆 AB 长 为 1 > 硬 为 P，B 端 固 结 一 重 为 P, 的 小 球 ( 球 的 半径 
不 计 )， 杆 的 D 端 与 铅 垂 悬 挂 的 弹簧 相连 以 使 杆 保持 水 平 位 置 。 已 知 弹 答 的 刚度 系数 为 人 ， 
给 小 球 以 微小 的 初 位 移 5, ， 然 后 自由 释放 ， 试 求 杆 AB 的 运动 规律 。 

11. 运送 矿石 的 卷扬机 鼓 轮 半 径 为 R、 重 为 W， 在 名 直 平 面 内 绕 水 平 轴 O 转动 ， 
如 图 11. 45 所 示 。 已 知 对 O 辆 的 转动 惯量 为 J， 车 与 矿石 的 总 重量 为 W, ， 作 用 于 鼓 轮 上 
的 力矩 为 M， 轨 道 的 倾角 为 ss。 不 计 绳 重 及 各 处 摩 探求 小 车 上 升 的 加 速度 及 绳子 的 拉力 。 





图 11.44 题 四 (10) 图 图 11.45 题 四 (11) 图 


12. 质量 分 别 为 mw 、m; 的 两 重 物 ， 分别 挂 在 两 条 绳子 上 ， 绳 又 分 别 缠绕 在 半径 为 ri 、 
元 并 装 在 同一 轴 的 两 鼓 轮 上 ， 如 图 11. 46 所 示 。 已 知 两 鼓 轮 对 OO 轴 的 转动 惯量 为 J。， 系 统 
在 重力 作用 下 发 生 运动 ， 求 鼓 轮 的 角 加 速度 。 

13. 重 物 A 质量 为 mi ， 系 在 绳子 上 ， 绳 子 跨 过 不 计 质 量 的 固定 滑轮 D， 并 绕 在 鼓 轮 B 
上 F， 如 图 11. 47 所 示 。 由 于 重 物 下 降 带 动 了 轮 C， 使 它 沿 水 平 轨道 滚动 而 不 滑动 。 设 鼓 轮 
半径 为 -， 轮 C 的 半径 为 R， 两 者 固 连 在 一 起 ， 总 质量 为 m;， 对 于 其 水 平 轴 O 的 回转 半径 
为 p。 求 重 物 A 下降 的 加 速度 以 及 轮 C 与 地 面 接触 点 处 的 静摩擦 力 。 
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图 11.46 题 四 (12) 图 


14. 均 质 圆柱 体 A 的 质量 为 m， 在 外 
图 11. 48 所 示 。 当 BC 铅 垂 时 圆柱 下 降 ， 
有 时 轴 心 的 速度 和 绳子 的 张力 。 


图 11.47 题 四 (13) 图 


贺 上 绕 以 细 强 ， 强 的 一 端 B 固定 不 动 ， 如 
其 初速 度 为 零 。 求 当 圆柱 体 的 轴 心 降落 了 高 度 

















15. 均 质 实心 圆柱 体 A 和沙 铁 环 B 的 质量 均 为 mw， 半径 均 为 r， 两 者 用 杆 AB 铵 接 ， 


无 滑动 地 沿 斜面 深 下 ， 和 斜面 与 水 平面 的 夹 角 
杆 AB 的 加 速度 和 杆 的 内 力 。 


为 6， 如 图 3. 三 所 示 。 如 不 计 杆 的 质量 ， 求 





图 1TT48 题 四 (14) 图 


16. 如 图 记 、55 所 示 ， 均 质 圆柱 重量 为 





图 11.49 题 四 (15) 图 


@,， 半径 为 尺 ， 放 在 倾角 为 60 的 斜面 上 ， 一 


强 绕 在 圆柱 体 上 ， 其 一 端 固定 在 A 点 ， 此 绳 与 A 点 相连 部 分 与 斜面 平行 。 若 圆柱 体 与 斜 


面 问 滑动 摩擦 因 数 /一 十 ， 试 求 质心 C 沿 斜 


17. 如 图 11. 51 所 示 板 的 质量 为 m， 受 
动 摩擦 因数 为 /。 在 板 上 放 一 质量 为 m; 的 均 
试 求 板 的 加 速度 。 


Py A 























cf 
图 11.50 题 四 (16) 图 


面 落下 的 加 速度 。 
水 平 力作 用 ，, 沿 水 平面 运动 ， 板 与 平面 间 的 
质 实心 圆柱 体 ， 此 圆柱 体 在 板 上 只 深 不 滑动 ， 























I 
图 11.51 题 四 (17) 图 
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18. 如 图 11. 52 所 示 结 构 中 ， 重 物 A、B 的 质量 分 别 为 m, 和 m:，B 物体 与 水 平面 间 
的 摩擦 因数 为 上 ， 鼓 轮 O 的 质量 为 M， 半径 为 R 和 r+, 对 O 轴 的 回转 半径 分 别 为 p, 求 A 
下 降 的 加 速度 以 及 绳子 两 端的 拉力 。 

19. 如 图 11. 53 所 示 均 质 杆 AB 长 为 L， 重 为 0 杆 上 的 DD 点 靠 在 光滑 支撑 上 ， 杆 与 
铝 垂 线 的 夹 角 为 a， 由 静止 将 杆 释 放 。 求 此 时 杆 对 支撑 的 压力 以 及 杆 重 心 C 的 加 速度 ( 设 
CD=a)。 
































图 11.52 题 四 (18) 图 /下 画 1.53 题 四 (19) 图 


20， 如 图 11. 54 所 示 ， 曲 柄 OA 以 匀 角 如 度 避 4. 5rad/s 绕 O 轴 沿 顺 时 针 转向 在 铅 季 
面 内 转动 。 求 当 OA 处 于 水 平 位 壮 时 ， 细 长 丁 .AB 端 部 B 轮 所 受 的 反 力 。 设 杆 AB 的 质量 
为 10kg， 长 为 1m， 各 处 摩擦 力 及 OA` 杆 质量 不 计 。 

21. 如 图 11. 55 所 示 ， 设 均 质 杆 OVA 和 OB 以 及 DAB 杆 长 均 为 L， 重 均 为 P,， 在 A、 
B 处 以 馆 链 连接 ，O, 、O, 处 于 间 一 水 平 线 上 ， 且 OiW 王 AB 一 语 1， 如 图 11. 55 所 示 ， 初 
始 时 OA 与 铺 重 线 的 严 角 为 30"， 由 静止 释放 \、 求 此 了 瞬时 饺 链 0, 、0, 的 约束 反 力 ， 














图 11.54 题 四 (20) 图 图 11.55 题 四 (21) 图 
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其 有 亲人 


动力 学 的 能 量 方法 始 于 1669 年 惠 更 斯 在 研究 碰撞 问题 时 得 到 活力 (动能 的 两 售 ) 守 
恒 。1686 年 ， 菜 布 尼 蒋 建立 动能 定理 的 骏 形 ， 导 出 活力 一 动能 的 早期 原型 (动能 的 两 
倍 ) 变 化 与 力 按 距离 作用 的 关系 。1807 年 托马斯。 杨 首先 使 用 了 “能 量 ” 一 词 。 动 能 
定理 的 现代 形式 是 在 19 世纪 20 年 代 由 科 里 奥 利 明确 引入 功 的 概念 后 才 建 立 的 。1842 
年 ， 迈 尔 (1814 一 1878) 提 出 能 量 守恒 与 转化 的 基本 思想 

能 量 守恒 与 转化 定律 是 国际 性 的 发 展 。 早 在 1644 年 ， 笛 卡 儿 在 《 芹 学 原理 》 一 书 
a ne ee ee 尽管 当时 
还 只 限于 哲学 论述 ， 没 有 自然 科学 的 充分 证 明 ， 但 毕竟 是 第 一 个 明确 的 运动 不 灭 原理 。 
人 
途径 发现、 证 明了 能 量 守恒 定律 ， 使 运动 不 灭 原理 获得 了 /自然 科学 的 表述 。 

1842 年 ， 德 国医 生 迈 尔 发 表 的 《 论 无 机 界 的 力 》 一 文江 音 科 学 史上 首先 论述 了 能 量 守 
恒 原 理 ， 并 第 一 次 提出 了 热 功 当量 的 概念 。1845 年 迈 东 在 《生物 界 的 运动 和 物质 新 陈 代谢 
的 联系 )》 一 文中 ， 论 述 了 机 械 能 、 热 能 、 化 学 能 “ 昌 磁 能 、 光 和 辐射 能 的 转化 ， 把 能 量 守 
恒 与 转化 看 做 支配 宇宙 的 普遍 规律 。 不 过 他 只 是 众生 物体 的 能 量变 化 方面 ， 对 “无 不 生 
有 ， 有 不 变 无 ”的 哲学 思想 做 了 展开 ， 因 此 受到 科学 界 的 歧视 而 未 能 被 承认 。 

与 远 尔 同时 ,英国 实验 物理 学 家 沪 耳 ,立足 于 提高 燕 汽机 热效率 的 工程 传统 ， 
1833 一 1878 年 ， 前 后 做 了 40 年 溉 验 、 致 力 于 精确 测定 玖 功 当量 来 证 明 能 量 守恒 原理 
1843 年 8 月 ， 他 在 英国 科学 促进 协会 上 宣读 论文 《 论 磁 电 的 热效应 和 机 械 值 )， 提 出 了 
“自然 界 的 力量 是 不 能 毁灭 的 ?3 兄 里 消灭 了 机 械 功 总 能 得 到 相当 的 热 。” 这 个 见解 在 当 
时 并 未 引起 人 们 的 重视 ,1845 一 1850 年 间 ， 企 于 反复 进行 了 科学 史上 有 名 的 搅拌 实验 ， 
精确 测定 了 机 械 功 直接 转化 为 热 的 当量 为 YH28， 日 千克 。 米 / 千 卡 (1 千克 。 米 0. 00234 
千 米 ，1 千 卡 法 4185.9 焦耳 )。1849 年 6 月 ， 他 写 了 一 篇 总 结 性 论文 《 论 热 的 机 械 当 
量 )， 交 给 英国 宣 家 学 会 。 至 此 ， 焦 耳 的 观点 才 被 大 多 数 人 接受 。 





美丽 的 喷泉 


德国 物理 学 家 赫 尔 姆 霍 茨 从 永 动机 不 可 能 思想 着 眼 ， 对 能 量 守恒 的 数学 表述 和 普遍 
性 做 出 了 重要 贡献 。 他 根据 能 量 守恒 定律 ， 论 证 了 字 宙 总 能 量 守恒 的 原理 。 他 从 了 一 


328 有 推导 出 mgh 一 记 m 太 并 建议 用 记 m 太 作为 运动 的 量度 ， 这 是 一 个 划时代 的 发 现 。 


他 建立 了 能 量 守恒 定律 的 数学 表达 式 ， 即 热力 学 第 一 定律 。 他 在 1847 年 所 写 的 《 论 力 
的 守恒 》 一 书 是 论述 能 量 守恒 原理 较 早 的 著作 之 一 。 

动能 和 位 能 的 相互 转化 现象 在 体育 运动 及 实际 应 用 中 非常 普遍 ， 学 过 本 章 之 后 ， 你 
会 了 解 蹦床 、 射 箭 、 举 重 等 体育 运动 包含 着 功 和 能 的 相互 转换 问题 我们 看 到 的 美丽 的 
喷泉 、 水 电站 、 电 动机 等 是 否 可 以 应 用 动能 定理 理解 呢 ? 同学 们 学 过 本 章 之 后 ， 应 该 对 
生活 和 工程 中 的 许多 问题 会 有 更 深 的 理解 。 


12.1 力 的 功 & 


动量 、 动 基 矩 和 动能 都 是 机 械 和 运动 的 量度 ， 每 :种 量度 适用 于 一 定 的 范围 。 不 同 于 动 
量 定理 和 动量 矩 定理 ， 动 能 定理 是 从 能 量 的 角度 描述 质点 (或 质点 系 ) 运 动 与 受 力 之 间 的 关 
系 ， 即 质点 (或 质点 系 ) 动 能 的 改变 与 力 的 功 之 间 的 关系 。 

力 对 位 移 的 积累 效应 用 力 的 功 来 度量 。 功 是 衡量 力学 性 能 的 一 项 重要 指标 。 作 用 于 质 
点 上 的 力 在 一 段 路 程 中 的 功 ,是 方 沿 此 路 程 的 积累 效应 的 上 度量， 其 大 小 等 于 力 和 其 作用 点 
位 移 的 标量 积 。 A 
12.1.1 常 力 的 功 

设 质点 M 在 常 力 严 作用 下 沿 直线 从 点 MT 运动 到 点 M, 有 一 位 移 S$， 如 图 12. 1 所 示 ， 
则 力 正 所 做 的 功 为 

W= Fscosa (2= 

式 中 ，vx 为 力 下 与 力 的 作用 点 的 位 移 s 之 间 

的 夹 角 。 式 (12 -1) 可 写成 


W=F"s (12=2) 





























当 a 二 90" 时 ，W 二 0， 力 做 正 功 ; 当 >>90” 
时 ,到 二 0， 力 做 负 功 ; 当 a==90" 时 , W = 二 0, 力 
不 做 功 或 做 功 为 零 。 功 是 代数 量 ， 功 的 单位 是 J 
(焦耳 ) ，1J 王 1N。m。 


12.1 常 力 的 功 


12.1.2 变 力 的 功 


设 有 质点 M 在 变 力 F 的 作用 下 沿 曲线 运动 ， 如 图 12. 2 所 示 。 由 于 下 是 变 力 ， 因 而 把 
MM 分 成 无 数 微小 的 位 移 ， 于 是 力 在 微小 位 移 dr 中 所 做 的 功 称 为 力 的 元 功 ， 即 
SW=F* dr 《12 一 3 
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作用 于 物体 的 力 使 物体 从 点 M, 移动 到 点 M: ， 在 此 位 
移 过 程 中 做 的 功 为 


a a 
ws = [ow =| F.ar 
mn, Mt 


由 于 FF=Fii 十 F,j 十 F.k，dr 二 dxi 十 dyj 十 dzk， 故 有 





My 
图 12.2 变 力 的 功 ws = | (Fdr t+ Fdy+F.ds) (12-4) 
m 


12.1.3 常见 力 的 功 


1. 重力 的 功 . 


设 质点 M 的 重力 为 mg， 沿 曲线 由 Mi 运动 到 M,， 如 图 12. Ka. 因为 重力 在 三 个 
坐标 轴 上 的 投影 分 别 为 F, 二 F,= 二 0,，F. 二 一 mg， 说 由 式 (12 上 得 重力 的 功 为 

















M. NN— 
Ws EE mg dz mg (za 局 5 \ he z2) = mgh C0125 
式 中 为 质点 始点 位 置 Mi 与 终点 位 置 M 的 高 度 舌 。 
重力 的 功 等 于 质点 的 重量 与 始末 位 置 高 度 差 的 乘积 ， 与 运动 的 路 径 无 关 。 





质点 下 降 ， 重 力 的 功 为 正 ; 若 质 点 上 升 ,重力 的 功 为 负 。 
对 于 质点 系 ， 重 力 的 功 等 于 各 质点 的 重力 功 的 和 ， 即 2 
2 = Dmig (zi DX 
za, 故 、， 
mg (soee) (12-6) 





而 mza = Dmzn, 





2. 弹力 的 功 “> > 
设 有 一 根 刚度 系数 为 、 自由 长 为 上 的 弹簧 ， 一 端 固定 于 点 O， 另 一 端 与 物体 相连 接 ， 
如 图 12.4 所 示 。 求 物体 由 Mi 移动 到 M; 的 过 程 中 ， 弹 力 下 所 做 的 功 。 





图 12. 3 重力 的 功 图 12.4 弹力 的 功 


弹性 力 为 
F=—k(r—1) 


弹性 力 的 元 功 为 
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6W=F: dr 一 一 Ar 一 4) 二 “dr 











二 dr 站 二 dr rdr=rd(r—l) 
得 





代入 上 式 , 可 
OW=—k(r—l )d(r—L,) 











[ow 下 Ar 一 dr 一 站 ) [Cr 1)*— (rs—1)°] 
引入 6 二 ni 一 4 ， 6 二 rs 一 4 分别 为 两 位 罗 M 和 M: 弹簧 的 变形 ， 则 


Wi 一 ef 一 5) 


3. 定 轴 转 动 刚体 上 作用 力 的 功 YA 村 
设 定 轴 转 动 刚体 上 一 点 处 作用 有 一 个 力 F， 如 3 
图 12. 5 所 示 。 刚 体 转 过 dg， 作用 于 定 轴 转 动 刚体 
上 力 的 元 功 可 表示 为 AR 
HW=Fcos0 * ds=Fecos0 * Rdy C4 ba 
而 M.(F) 一 FReos9， 故 元 功 又 可 表示 为 
6W=M.dp 和 
刚体 由 初始 位 置 mw 转 到 ps 时 ， 证 和 转动 
刚体 上 力 所 做 的 功 可 表示 为 ”， 下 所 


AM 








当 M. 为 常数 时 FA 





十 o> Pp1) 








(C12 =7) 


WY 图 12.5 定 轴 转 动 刚体 上 作用 力 的 功 


(12-8) 


如 果 作用 潜 转 动 剖 体 上 的 是 党 nh 而 力 个 的 作用 面 与 转轴 王 直 时 ， 功 的 计算 仍 


按 式 (12 -8) 计 算 。 


【 例 12-1】 质量 为 m= 二 10kg 的 物体 ， 放 在 倾角 为 a 二 30° 的 斜面 上 ， 用 刚度 系数 为 
& 一 100N/m 的 弹簧 系 住 ， 如 图 12. 6 所 示 。 和 斜面 与 物体 间 的 动 摩擦 因数 [一 0.2， 试 求 物体 
由 弹 得 原 长 位 置 M, 沿 斜面 运动 到 Mi, 时 ， 作 用 于 物体 上 的 各 力 在 路 程 ;二 0. 5m 上 的 功 及 合 





力 的 功 。 





图 12.6 例 12-1 图 


解 : 取 物 体 M 为 研究 对 象 ， 作用 于 M 上 的 有 重力 mg 、 斜 面 的 法 向 反 力 Fs、 





下 以 及 弹簧 力 焉 ， 各 力 所 做 的 功 及 合力 的 功 为 


摩擦 力 
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We=mgssin30"=10X9.8X0.5X0.5 4.5(J) 
We 一 
We =—F's=— fmgscos30°=—0.2X10X9.8X0.5X0. 866=—8.5(]) 




















Wr 一 了 (一 2) 一 也 20 一 0.5) 一 一 12.50) 











W= >W,=24.5+0—8. 5 一 12. 5 一 3. 5(J) 
12.2 质点 和 质点 系 的 动能 


12. 2. 1 质点 的 动能 YA 


设 质量 为 六 的 质点 ， 革 瞬时 的 速度 大 小 为 ， 则 质点 质量 与 其 速度 平方 乘积 的 一 半 ， 
称 为 质点 在 该 瞬时 的 动能 ， 以 工 表示 ， 即 EN 


(12 -9) 





由 式 (12-9) 可 知 ， 动 能 是 一 个 永 为 正 值 的 标量 ， 其 单位 是 (焦耳 )， 与 功 的 单位 
相同 。 NA 
12.2.2 ”质点 系 的 动能 > ,2 

质点 系 内 各 质点 动能 所 和 为 质 点 系 的 二 能 、 疡 从 


T= NY (12 -10) 


刚体 是 由 天数 质点 组 成 的 质点 系 。 和 
体 的 动能 应 按照 刚体 的 运动 形式 来 计算 。 

1. 刚体 平 动 的 动能 

刚体 平 动 时 ， 其 内 各 质点 的 瞬时 速度 都 相同 ， 由 式 (12 - 10) 可 得 


了 一 卫 王 几 达 一 二 过 习 一 二 六 这 (12 -11) 
式 中 ,m= 二 了 >m;， 为 刚体 的 质量 ， 即 作 平 动 刚体 的 动能 等 于 刚体 的 质 质心 速度 平方 








乘积 的 一 半 。 
2. 定 轴 转 动 刚体 的 动能 


刚体 绕 固 定 轴 转 动 ， 某 瞬时 的 角速度 为 a， 如 图 12.7 所 示 。 刚 体内 任 一 点 的 质量 为 
m;， 离 转轴 的 距离 为 r;， 速 度 大 小 为 v= 二 wr;， 由 式 (12 -10) 可 得 





miv? 元 Em (rw)’ L Ww Do mr 


"al 
2 2 2 














即 
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T 一 二 Jo (12-12) 
式 中 ，J .三 也 mr;*， 为 刚体 对 > 轴 的 转动 惯量 ， 即 作 定 轴 转动 刚体 的 动能 等 于 刚体 对 转轴 
的 转动 惯量 与 其 角速度 平方 乘积 的 一 半 。 
3. 平面 运动 刚体 的 动能 


刚体 作 平 面 运动 ， 其 质量 为 m， 某 瞬时 的 速度 瞬 心 为 P， 质心 为 C， 角 速度 为 a， 如 
图 12. 8 所 示 。 此 时 可 视 刚体 绕 瞬 心 轴 转动 ， 由 式 (12 -12) 得 


T= 去 Jow 


式 中 ，Js 是 刚体 对 于 瞬时 轴 的 转动 惯量 。 如 点 C 为 刚体 的 质心 ,根据 转动 惯量 的 平行 移 轴 








入 


T= 冯 Jr:= 去 Jeo:+ 坪 


式 中 ，Jc 为 刚体 对 于 质心 的 转动 惯量 ，w 为 质心 的 速度 从 即 作 平面 运动 刚体 的 动能 ， 等 于 
随 质心 平 动 的 动能 与 绕 质心 转动 的 动能 的 和 。 7/ 和 


(12-13) 





mvg 











12.7 定 轴 转动 刚体 的 动能 图 12.8 平面 运动 刚体 的 动能 


【 例 12-2】 滚 子 A 的 质量 为 mw， 沿 倾角 为 a 的 斜面 作 纯 滚 动 ， 滚 子 借 绳 子 跨 过 滑轮 
B 连接 质量 为 mi 的 物体 ， 如 图 12. 9 所 示 。 滚 子 与 滑轮 
质量 相等 ， 半 径 相同 ， 皆 为 均 质 圆 盘 ， 此 瞬时 物体 的 速 
度 为 v。, 强 不 可 伸 长 ,质量 不 计 , 求 系统 的 动能 。 

解 : 取 系统 为 研究 对 象 ， 其 中 重 物 作 平 动 ， 滑 轮作 
定 轴 转 动 ， 滚 子 作 平面 运动 ， 系 统 的 动能 为 














i 
E pm Daw + DmuAt saw 








图 12.9 例 12-2 图 





根据 运动 学 关系 ， 有 ww 一 z 一 mm， 败 一 姓 一 二 mr ， 


代 人 上 式 得 
T Sm 1 交 X 吉 mr*X 记 | - 











ie a 
十 二 x 二 mr xx 二 (i 1 中 
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12.3 质点 和 质点 系 的 动能 定理 


12.3.1 质点 的 动能 定理 





牛顿 第 二 定律 可 表示 为 
d 
m ri 

上 式 两 边 同时 点 乘 dr， 可 得 

m 各 “dr=F. dr 

即 

mv* dv=F* dr 
上 式 也 可 表示 为 , ON 

a $m SW (12 -14) 


式 (12 -14) 称 为 质点 动能 定理 的 微分 形 装 ， 即 质点 动能 的 增 量 等 于 作用 于 质点 的 力 的 
元 功 。 两 边 同 时 积分 ， 可 得 一 


本 NA ， 人 a 
by | asm ]= Ne 入 \\ 


一 AR 从， (12-15) 


i 
LL 


A 2 “2 
式 (12 - 15) 称 为 质 丰 动能 定理 的 积分 形式 ， 刘 质点 由 初始 位 置 运动 到 终止 位 置 质点 动 
能 的 改变 等 于 准 用 于 质点 的 力 在 这 段位 移 上 所 做 的 功 。 


12.3.2 质点 系 的 动能 定理 
对 于 由 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 对 第 i 个 质点 ， 有 动能 定理 
$m =0w, 
将 以 上 个 方程 两 边 相 加 ， 可 得 
Se)- sm 
即 
dT = Daw, (12-16) 


式 (12- 16) 称 为 质点 系 的 动能 定理 的 微分 形式 ， 即 质点 系 的 动能 的 增 量 ， 等 于 作用 于 
质点 系 全 部 力 所 做 的 元 功 的 和 。 两 边 同时 积分 可 得 


人 ar 一 [Dow, 




















即 
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五 一 人 = PW, (12-17) 


起 (12 - 17) 称 为 质点 系 动能 定理 的 积分 形式 ， 即 质点 系 在 某 一 运动 过 程 中 ， 动 能 的 改 
变量 等 于 作用 于 质点 系 的 全 部 力 在 这 段 过 程 中 所 做 功 的 和 。 


12.3.3 理想 约束 及 内 力 的 功 


1. 理想 约束 

约束 反 力 做 功 等 于 零 的 约束 称 为 理想 约束 。 光 滑 面 约束 、 光 滑 铵 甸 、 固 定 端 约束 及 不 
可 伸 长 的 绳索 约束 都 是 理想 约束 。 在 理想 约束 条 件 下 ， 质 点 系 动能 的 改变 只 与 主动 力 做 功 
有 关 ， 式 (12-16) 和 式 (12 -17) 中 只 需 计 算 主动 力 所 做 的 功 。 


2， 内力 的 功 入 


作用 于 质点 系 的 力 既 有 外 力 ， 又 有 内 力 ， 一 般 情 况 下 * 光 为 候 功 的 和 不 为 堆 ， 如 汽车 

人 肉 力 功 的 和 不 等 于 零 ， 内 力 的 功 使 
气 车 的 动能 增加 。 但 在 少数 情况 下 ， 内 力 所 做 功 的 和 等 军 。 例如 ， 刚 体内 两 质点 相互 作 

用 的 力 是 内 力 ， 两 力 大 小 相等 、 方 向 相反 。 因为 刚体 下 任意 西点 的 距离 保持 不 变 ， 沿 这 两 
点 连 线 的 位 移 必定 相等 ， 其 中 一 力 做 正 功 >| 另 一 力 做 负 功 ， 这 一 对 力 所 做 的 功 的 和 等 于 
零 。 所 以， 刚体 所 有 内 力 做 功 之 和 等 于 零 」 

【 例 12-3】 在 匀 车 的 鼓 轮 上 帮 用 玉 个 常 力 偶 ， 其 矩 为 .M， 鼓 轮 半 径 为 ”>， 重 其 为 P， 
如 图 12. 10 所 示 。 绕 在 鼓 轮 上 的 铀 强 的 一 端 A 系 一 重 为 包 的 重 物 ， 沿 着 与 水 平 倾角 为 a 的 
斜面 上 升 。 试 求 包车 的 就 轮 转 壕 p 角 时 重 物 上 升 的 速度 : 与 加 速度 。 重 物 与 斜面 间 的 滑动 摩 
擦 因数 为 六 ， 钢 绳 重量 不 计 ,- - 鼓 轮 可 视 为 均 质 圆柱 体 、 系统 初始 静止 。 

解 : 选择 重 物 A 和 鼓 轮 组 成 的 系统 为 研 > 
究 对 象 ， 分 析 受 力 和 运动 如 图 12. 10 所 示人 
系统 受到 常 力 偶 ,M， 重 力 己 和 @， 固定 匀 链 
O 〇 处 约 东 反 力 Fo.、Fo,， 斜面 的 约 东 反 力 
Fv，Fs 的 作用 。 系 统 在 这 些 力 的 作用 下 使 鼓 
轮转 动 ， 设 鼓 轮转 过 p 角 时 其 角速度 为 w， 
角 加 速度 为 <e， 重 物 A 上 升 的 速度 为 ws ， 加 















































速度 为 aa。 应 用 质点 系 的 动能 定理 有 图 W210 可 3 国 
T,—T= 2W, (a) 
由 于 系统 初始 静止 ， 故 有 
T=0 
shop ems Pe 
nH 


铵 车 的 鼓 轮转 过 9 角 时 ， 系 统 所 受 全 部 力 做 功 为 
EW;=My—Qsina* rg—fQcosa* rg 
=(M—Qrsina— fQrcosa) yg 
代入 式 (a)， 有 
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1Q 








1P, ja 
下 g T IUa 


即 可 求 得 重 物 上 升 的 速度 va 


2 8 


(CM 一 Qrsina 一 JQrcosa)y (b) 


[M—Qr(sinat fcosa) Jgg 


对 式 (b) 两 边 求 导数 ， 可 得 
LE, 1@ 


P+2Q 








J a 


2(3 g . 2 8 
即 可 求 出 重 物 上 升 的 加 速度 a4 。 


(CM 一 Qrsina fQreosa) » 


2(M—Qrsina— fgrcosa)g 








QA 


【 例 12- 4】 
质量 为 mu ， 


鼓 轮 在 常 力 偶 M 的 作用 下 将 圆柱 沿 斜 坡 上 接 ; 
质量 分 布 在 轮 缘 上 ; 圆柱 的 半径 为 Rs ， 质 量 为 训 ， 


(P+2Q)r 





忆 知 鼓 轮 的 半径 为 Ri， 
质量 均匀 分 布 。 设 斜坡 的 


倾角 为 0， 圆柱 只 滚 不 滑 。 系 统 从 静止 开始 运动 ， 求 贺 桂 中 心经 过 路 程 s 时 的 速度 。 


Fo 





解 : 选择 圆柱 C 和 鼓 轮 组 成 的 系统 为 研究 对 
象 ， 分 析 受 力 和 运动 如 图 12. 11 所 示 。 系 统 受到 
常 为 个， 重力 mg 和 msg， 固定 贸 链 O 处 约 


Se 的 作 
SN 系统 在 这 些 力 的 作用 下 使 鼓 轮 转动 ， 设 圆 
柱 中心 C 经 过 路 程 y 时 鼓 轮 角速度 为 w， 圆 柱 
二 7 的 角速度 为 wi -其 质心 C 上 升 的 速度 为 we 。 应 
图 12.11 例 > nn 
| AS T,—T= EW, (a) 
由 于 系统 初始 前 止 5 故 有 E> 
UN To 





圆柱 中 心 C 经 过 路 程 s 时 系统 的 动能 为 





miRiwi 十 


T, 一 去 Jowi 十 可 J 十 地 ms 吕 


2 


m2 Ri 二 I 





2 


了 2 Mave 








全] + 


2 mRi 


1 
2 
1 1 2 
a Mma vt 


ms Ri CEE):+ 


及 


下 








让 
2 


mi vc 


1 | 
tmzvet m2 vc (2m1 3m ) vc 
4 4 


圆柱 中 心 C 经 过 路 程 * 时 ， 系 统 所 受 全 部 力 做 功 为 





EW,=M 











Ri 


代入 式 (a), 有 


有 1 (2m + 37m2 ) we 


magsin0* s 


(证 ssing “ss 
1 


(M—m;gRising)s 








即 可 求 得 圆柱 中 心 C i 度 vc 
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CR 
Cm 十 3ms)R， 
【 例 12 - 5 曲柄 连 杆 机 构 如 图 12. 12(a) 所 示 。 已 知 曲 柄 OA 一， 连 杆 AB 一 4r，C 
为 连 杆 的 质心 ,在 曲柄 上 作用 一 不 变 转 矩 M。 曲 柄 和 连 杆 皆 为 均 质 杆 ， 质 量 分 别 为 mm 、 
ma 。 曲 柄 开始 时 静止 且 在 水 平 向 右 位置 。 不 计 滑 块 的 质量 和 各 处 的 摩擦 力 ， 求 曲柄 转 过 
周 时 的 角速度 。 
解 : 取 曲 柄 连 杆 机 构 为 研究 对 象 ， 初 瞬时 系统 静止 ，T, =0， 当 曲柄 转 过 一 周 后 ， 连 
杆 的 速度 瞬 心 在 B 点 ， 其 速度 分 布 如 图 12. 12(b) 所 示 ， 系 统 的 动能 为 



































































































T: 二 Jo 二 过 二 Je - X 了 ym + 1 Xm x (47) (a) 
连 杆 AB 作 平 面 运动 ， 在 图 12. 12(b) 所 示 瞬 时 B 点 为 其 速度 瞬 心 ， 故 有 
1 i 内 内 ol 入 
tc 一 到 内 一 王 ra 一 





4r ye es 











代入 式 (a) ， 可 得 曲柄 转 过 一 周 时 系统 的 动能 
:= 二 Gm Fim] 

曲柄 转 过 一 周 ， 重力 的 功 为 零 ， 转 答 的 功 为 24M 由 质点 系 的 动能 定理 T, 一 T= 

本 Wo,, 有 ER 

Lom Po —0=2aM 


AX 、 
解 得 遇 柄 转 过 一 周 时 的 角速度 iw， 0 





(9) (b) 


图 12.12 例 12-5 图 


【 例 12-6】 质量 为 mw、 的 两 重 物 ， 分 别 挂 在 两 条 绳子 上 ， 绳 子 又 分 别 绕 在 半径 为 
ri、 六 并 装 在 同一 轴 的 两 鼓 轮 上 。 已 知 两 鼓 轮 对 于 转轴 的 转动 惯量 为 Jo， 系统 在 重力 作用 
下 产生 运动 ， 求 鼓 轮 的 角 加 速度 。 

解 : 取 整 体 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 12. 13 所 示 。 首 先 利用 动量 矩 定理 求 鼓 轮 的 角 
加 速度 。 设 某 瞬 时 A 物 块 的 速度 为 vB 物 块 的 速度 为 wm>， 鼓 轮 的 角速度 为 w， 角 加 速 
度 为 s。 此 时 系统 对 O 点 的 动量 矩 为 

Lo=monitmvrit ow= (mritmrit+ Jo)w 
系统 所 受 全 部 外 力 对 O 点 的 矩 为 


Emo(F*)=migri—m: gr 
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三 了 mo(F")， 得 鼓 轮 的 角 加 速度 
Mr mors 
mr 二 ma 十 Jos 
nk a 
转轴 转 过 g 角度 时 ，A 物 块 的 速度 为 v， ，B 物 块 的 速度 为 v， 
轮 的 角速度 为 w， 角 加 速度 为 es。 由 于 系统 初始 静止 ， 故 初始 
系统 的 动能 为 





Ti=0 
3 鼓 轮 绕 转 轴 转 过 g 角度 时 ， 系 统 的 动能 为 
图 12.13 例 2-6 图 


$1ow’— Cm 上 72 过 十 Jo)ow2 
鼓 轮 绕 转轴 转 过 gp 角度 时 ， 只 有 两 重力 mig 和 msg 做 功 ， 它们 做 动 的 和 为 


EW;=m gs — m2 gs = rnin 
由 质点 系 的 动能 定理 T, 一 T 二 了 W,， 可 得 ,ON 





= 二 mi 二 十 Dm + 





到 Ca 十 7 7 tJo)w Or 一 )。g9 


两 边 同 时 对 时 间 求 导 ， 并 注意 到 多 一 w* |@ <， 可 得 喜 轮 的 角 加 速度 
4 NM m 各 
局 an 二 和 Fs 
解答 结果 和 应 用 动量 矩 定理 所 求 得 的 结 完全 相同 党 通过 本 例 的 分 析 可 见 ， 对 某 些 动 
力学 问题 ， 有 时 可 用 不 同 的 方法 来 求解 。 最 后 选用 区 % 多 攻 ， 要 结合 具体 的 问题 而 定 ， 最 
好 选择 一 种 较为 简便 的 方法 这 样 可 简化 计算 过 程 、 
应 用 动能 定 : 理 的 解 题 步骤 一 般 如 下 。 :二 下》 
(1) 根据 题 意 ， 俗 当 选取 研究 对 象 。 由 于 在 理想 约束 情况 下 约束 反 力 不 做 功 ， 应 用 动 
能 定理 时 往往 取 整 个 系统 为 研究 对 象 。 
(2) 对 研究 对 象 进行 受 力 分 析 和 运动 分 析 ， 以 便 为 计算 力 的 功 和 动能 打 好 基础 。 
(3) 计算 动能 。 根 据 系统 的 运动 情况 分 析 系统 的 动能 ， 注 意 动能 计算 中 用 到 的 速度 是 
绝对 速度 。 
(4) 计算 力 的 功 。 分 析 哪 些 力 不 做 功 ， 哪 些 力 做 功 ， 并 计算 做 了 多 少 功 。 除 注意 力 做 
功 的 正 负 值 外 ， 还 应 注意 内 力 的 功 。 
(5) 应 用 动能 定理 求解 所 需要 的 未 知 量 。 如 要 计算 加 速度 (包括 角 加 速度 ) ， 一 般 在 应 
用 动能 定理 后 ， 在 方程 两 端 同时 对 时 间 求 导 而 求 得 。 



































12.4 功率 、 功 率 方程 及 机 械 效 率 


12.4.1 功率 


工程 中 不 仅 要 计算 功 ， 而 且 要 知道 在 一 定时 间 内 做 了 多 少 功 。 力 在 单位 时 间 内 做 的 功 
称 为 功率 。 它 是 衡量 力学 性 能 的 一 项 重要 指标 。 
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设 作 用 于 质点 上 的 力 为 下 ,在 di 时 间 内 力 下 的 元 功 为 5W， 质点 速度 为 vz， 则 功率 PP 
可 表示 为 











P=—==F*» Db 了 一 Fw (12—18) 


式 (12-18) 表 明 : 作用 于 质点 上 力 的 功率 ， 等 于 力 在 速度 方向 上 的 投影 与 速度 的 乘 
积 。 功 率 的 单位 是 W( 瓦 特 ) ，1W 王 1(J/s) 。 
如 果 功 是 用 力矩 (或 力 偶 矩 ) 计 算 的 ， 由 元 功 表 达 式 6W 一 Mdy 的 关系 式 有 


P= 闻 -M 哇 - Mo (12 -19) 
式 (12 -19) 表 明 : 作用 于 定 轴 转动 刚体 上 力 ( 或 力 偶 ) 的 功率 ， 等 于 力 对 轴 的 和 矩 ( 或 力 


偶 矩 ) 与 刚体 转动 角速度 的 乘积 


12. 4.2 功率 方程 
取 质 点 系 动能 定理 的 微分 形式 ， 两 端 除 以 dd， 得 
至 =- 3 > Pa — PA Pan (12 -20) 


式 (12 - 20) 称 为 功率 方程 ， 即 质点 系 的 动能 对 时 闻 的 一 阶 导 数 ， 等 于 作用 于 质点 系 的 
所 有 力 的 功率 的 代数 和 。 式 中 ， Ps 称 为 输 众 田 率 ; Pawn 为 有 用 功率 ， 即 机 器 工作 时 输出 
的 功率 ; Pim 为 无 用 功率 ， 即 由 于 摩擦 和 碰撞 损耗 的 功率 。 上 式 也 可 改写 为 


, PR Pant 守 +Punx x 
12.4.3 机 械 效率 
在 工程 中， 把 有 效 功 率 瑟 输 入 功率 的 比值 称 为 机 器 的 机 械 效 率 ， 用 7 表示 ， 即 
A = Pex 100% (12-21) 
\y 答 大 
式 中 ， 有 效 功率 Pan 一 Pin 十 虹 。 可见， 机 械 效率 了 表明 机 器 对 输入 功率 的 有 效 利用 各 
度 ， 它 是 评定 机 器 质量 好 坏 的 指标 之 一 ， 一 般 情 况 下 y=1。 


12.5 势力 场 、 位 能 及 机 械 能 守恒 定律 


12.5.1 势力 场 


质点 在 空间 所 受 力 的 大 小 和 方向 完全 由 质点 在 空间 的 位 置 决定 ， 则 此 空间 称 为 力 
场 ， 大 点 所 受 的 力 移 为 场 力 。 质点 在 力 场 中 运动 ， 作 用 于 质点 上 的 场 力 要 做 功 。 若 场 力 所 
做 的 功 只 与 质点 运动 的 初始 和 终止 位 署 有 关 ， 而 与 质点 所 经 过 的 路 程 无 关 ， 则 此 力 场 称 为 
势力 场 或 保守 力 场 ， 质 点 所 受 的 力 称 为 有 势力 或 保守 力 。 


12.5.2 位 能 
在 势力 场 中 ,物体 从 位 置 M 运动 到 任 选 的 位 置 M, ， 有 势力 所 做 的 功 称 为 物体 在 点 M 
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ep 
相对 于 点 M, 的 位 能 ， 用 V 表示 ， 即 
v= r.ar=) (FdxF,dy++F.dz) (12 -22) 
点 M, 的 位 能 | | 
v=| Fr.dr=0 
称 为 零 位 能 ，M, 称 为 零 位 能 点 。 几 种 常见 的 位 能 如 下 。 
1. 重力 位 能 
在 重力 场 中 ， 设 坐标 轴 如 图 12. 14 所 示 。 重 力 在 各 坐标 轴 上 的 投影 为 P, 二 0，P, 一 0， 
P. 二 一 mg。 取 M, 为 零 位 能 点 ， 则 点 M 的 位 能 为 
v= Cme)de = mc 一 an) 人 (12-23) 





2. 弹性 力 位 能 


人 ， 另 一 端 与 物体 连接 ， 各 图 12 所 寺 ， 弹簧 的 刚度 系数 为 &， 取 
AM 为 零 位 能 点 ， 见 点 M 的 位 能 为 


a (12 -24) 
6 天 并 
A YY 























图 12. 14 重力 位 能 图 12.15 弹性 力 位 能 


若 以 自然 位 置 为 零 位 能 点 ， 即 二 0， 则 V= 二 8 


12.5.3 机械 能 守恒 定律 


质点 系 在 某 瞬 时 的 动能 和 位 能 的 代数 和 称 为 机 械 能 。 设 质点 系 在 运动 过 程 中 的 初始 
终止 瞬时 的 动能 分 别 为 T，、T,， 所 受 力 在 这 过 程 中 所 做 的 功 为 W,, ， 根 据 动能 定理 有 


T,—T,=W,, 
如 系统 运动 中 ,只 有 有 势力 做 功 ， 而 有 势力 的 功 可 用 位 能 计算 . 即 
Ws =Vi—V, 
故 
Ts—T, =Ws =V—V, 
移 项 后 得 


Ti+Vi=T,+V, (12 -25) 
式 (12 -15) 就 是 机 械 能 守恒 定律 的 数学 表达 式 ， 即 质点 系 仅 在 有 势力 作用 下 运动 ， 其 
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机 械 能 保持 不 变 。 

【 例 12-7】 重量 为 W、 半 径 为 R 的 均 质 圆柱 形 深 子 可 沿 与 水 平成 倾角 a 的 斜面 作 无 
滑动 的 滚动 ， 如 图 12. 16 所 示 。 在 滚 子 中 心 C 连接 一 
刚度 系数 为 的 弹 纂 , 设 初 始 时 深 子 处 于 静止 状态 ， 
此 时 弹簧 无 变形 。 试 求 滚 子 中 心 C 沿 斜面 经 过 路 程 * 
时 的 速度 。 

解 : 取 深 子 为 研究 对 象 。 作 用 于 深 子 上 做 功 的 力 
有 重力 和 弹簧 力 ， 它 们 都 是 有 势力 ， 因 而 属于 机 械 能 
守恒 问题 。 因 为 初始 和 终止 瞬时 的 动能 分 别 为 























图 12.16 例 12-7 图 


T=0, 也 一 寺 了 w 二 避 jew = 
定 滚 子 静止 时 的 位 置 为 重力 和 弹簧 位 能 的 零 位 能 位 置 ， _ Ey 站 和 终止 的 位 能 为 


Vi=0, V, = + (Wssife) 


所 以 根据 机 械 能 守恒 定律 Ti +TV=T+TV .有 ”， 下 一 
0 一 十 二 CSWssina) 
解 得 滚 子 中 心 C 沿 斜 面 经 过 路 程 * 时 的 速度 失 小 为 


_ (Wsina -Es) 
~v \ 3W 和 
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126 动力 学 普 着 证 间 的 综合 应 用 


i 动量 矩 定理 和 动能 定理 。 这 些 定理 可 分 
为 两 类 : 动量 定理 、 动 量 矩 定理 属于 一 类 ， 动 能 定理 属于 另 一 类 。 两 者 都 用 于 研究 机 械 运 
动 ， 但 各 有 各 的 特点 。 动 量 定理 (质心 运动 定理 ) 主 要 用 于 已 知 运动 求 约束 反 力 ;动量 矩 定 
理 和 动能 定理 主要 用 于 已 知 作用 力求 运动 。 若 遇 到 已 知 主动 力 而 欲求 系统 的 运动 及 约束 反 
力 ， 则 需要 综合 应 用 这 些 定理 。 一 般 常用 方法 如 下 。 

(1) 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 和 动能 定理 联合 应 用 。 先 用 动能 定理 求 系统 的 运动 ， 后 
用 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 求 系统 的 约束 反 力 。 

(2) 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 和 动量 矩 定理 联合 应 用 。 先 用 动量 矩 定理 求 系统 的 运 
动 ， 后 用 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 求 系统 的 约束 反 力 。 

【 例 12-8】 如 图 12.17(a) 所 示 为 高 炉 上 料 卷扬机 ， 卷 简 绕 O 轴 转动 ， 转 动 惯量 为 
了 ， 半 径 为 RR， 在 其 上 作用 一 力 偶 和 矩 M。 已 知 料 斗 重量 为 P， 运动 时 受到 阻力 作用 ， 阻力 
系数 为 /。 滑 轮 和 钢 绳 的 质量 以 及 轴承 摩擦 均 不 计 ， 系 统 初 始 静 止 。 求 : (1) 当 料 斗 走 过 
距离 ; 时 的 速度 和 加 速度 ;(2) 钢 强 的 拉力 ; (3) 轴 承 O, 的 动 反 力 。 

解 : (1) 根据 动能 定理 求 料 斗 走 过 距离 ; 时 的 速度 和 加 速度 。 取 整体 为 研究 对 象 ， 受 
力 分 析 如 图 12. 17(a) 所 示 。 由 于 系统 初始 状态 为 静止 ， 故 系统 的 动能 为 
五 一 0 
设 当 料 斗 经 过 ; 距离 时 的 速度 为 ， 此 时 系统 的 动能 为 
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是 
T=-aJo Tag 
Fr 
Fs 
Pp a\Fy 
(b) (0) 





图 12.17 例 12-8 图 


A 
系统 在 运动 过 程 中 只 有 力 偶 M、 重 力 P 及 阻力 Fs 做 功 ,” 料 斗 走 过 距离 时 各 力 的 总 









功 为 A 
DWi=M*g= Pos sina Fs=M" gw na—f* Pcosa*s 


由 运动 学 定理 可 知 : yp 一 言 、wo, 天 


} (去 t Dy): KR “Psina Ee 了 (a) 
解 得 料 斗 走 过 距 离 时 的 速度 为 NN 
"R= RS 一 TPRESS 
PR” + 


式 (a) 两 边 对 时 间 4 二 时 意 到 一 ; ， 可 得 料 PR s 时 的 加 速度 为 

















C29 根据 有 点 运动 微分 方程 求 钢 绳 的 拉力 。 取 料 斗 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 12. 17 (b) 
所 示 。 列 料 斗 的 运动 微分 方程 
上 
8 
0 一 RN 一 Pcosa 
并 且 有 下 ;二 /Fs， 联 立 求解 可 得 钢 绳 的 拉力 


Fr=Pa i MR+gJ (sinat fcosa) 


PR: +gJ 
(3) 根据 质心 运动 定理 求 轴承 O, 的 动 反 力 。 取 卷 简 为 研究 对 象 ， 受 力 分 析 如 图 12. 17 (c) 
所 示 。 列 质心 运动 方程 








Pp 


mas = EF,: Fo ,十 Frcosa 一 0 
mmaw = DF,: Fo ,十 Ffsina 一 0 
其 中 ，F1 二 Fr+， 解 得 轴承 O 的 动 反 力 


MR+gJ (sinat fcosa) 
De 


PR +Jg Peosa 
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_MR 十 gJ(Csina 十 Fcosa) 


Fo 一 PR 十 Jg 


Psina 


讨论 : 

(1) 本 题 是 物体 系统 问题 ， 既 要 求 速度 和 加 速度 ， 又 要 求 约束 反 力 ， 且 题目 中 涉及 路 
程 s， 因 此 先 考 虑 用 动能 定理 求 出 速度 和 加 速度 。 用 动能 定理 求解 时 ,动能 的 计算 与 刚体 
运动 形式 有 关 ， 本 题 中 卷 简 0, 作 定 轴 转 动 ， 料 斗 作 平 动 。 同 时 还 必须 正确 找 出 运动 学 之 
间 的 关系 。 

(2) 本 题 中 钢 绳 的 拉力 是 内 力 ， 因 此 需 拆 开 分 析 ， 由 于 动能 定理 中 不 涉及 理想 约束 的 
约束 反 力 ， 因 此 不 能 使 用 动能 定理 求 轴 承 O 的 动 反 力 和 钢 绳 的 拉力 。 本 题 采用 了 质点 运 
动 微分 方程 和 质心 运动 定理 来 分 别 求 动 反 力 和 钢 绳 拉力 。 由 于 卷 简 作 定 轴 转 动 ， 故 质心 
ON 的 加 速度 等 于 零 。 本 题 求 钢 绳 拉力 时 ， 也 可 以 卷 简 为 研究 对 象 ， -利用 刚体 定 轴 转 动 微分 


方程 求解 ， 即 由 M 一 T'R= Je( 其 巾 e 一 训 ) 求 解 。 


(3) 轴承 O 的 反 力 包 括 动 反 力 和 静 反 力 ， 题 目 只 要 
的 静 反 力 可 不 考虑 。 A 沁 刷 

【 例 12-9】 提升 机 构 的 鼓 轮 半径 为 "， 重 为 王 人 -可 绕 轴 心 转动 ， 转 动 惯量 为 Jo。 若 
在 轮 上 加 一 常 力 偶 矩 M， 使 鼓 轮 上 卷 绕 的 缠 予 吊 起 一 重 为 P, 的 物体 ， 如 图 12. 18 所 示 。 
物体 自 静 止 开始 上 升 ， 略 去 强 重 和 各 处 床 控 。 求 重 物 上 升 时 的 加 速度 a， 轴承 O 的 约束 反 
力 以 及 当 鼓 轮转 过 9 角度 时 重 物 的 速度 S 

解 : 先 利用 动能 定理 求 重 物 的 速度 和 加 速度 。 研究 整体 ， 
力 分 析 如 图 12. 18 所 示 。 pales re 
动 的 角速度 为 。， 角 加 速度 为 由 于 系统 初始 起 上 <“ 故 有 



































T=0 
就 纶 线 转角 转 过 9 角度 时 系统 的 动能 
NN p, PP , 
DT J + -于 (Jo+ 


式 中 利用 了 公式 v==rw， 在 鼓 轮 由 静止 绕 转 轴 转 过 p 角度 的 
过 程 中 ， 系 统 所 受 的 全 部 力 做 的 功 为 
ZW,=My—P.rp=(M— P;r) 9 
代入 质点 系 的 动能 定理 T, 一 T, 二 光 W,;， 可 得 





图 12.18 例 12-9 图 


(te )s = MP sg cy 
解 得 鼓 轮转 动 的 角速度 w 


2CM 一 已。r)。Y 
Jog 十 Pi 天 ® 
故 当 鼓 轮转 过 ?角度 时 重 物 上 升 的 速度 
2(M 一 已 。r)。9 
JogtPr ® 
对 式 (a) 两 边 同时 求 导 , 并 利用 5 二 w,w% 二 e， 可 得 鼓 轮转 动 的 角 加 速度 





mk a ek 
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AM 一 Pr 
Jog 二 Psr8 
故 重 物 上 升 时 的 加 速度 
M—P; 


me 


J 


然后 再 利用 动量 定理 求 支 座 反 力 。 研 究 整体 ， 受 力 分 析 如 图 12. 18 所 示 。 由 质点 系 的 
动量 定理 ,有 




















dps 

a ZF 
式 中 ， 包 为 质点 系 的 动量 在 > 轴 上 的 投影 ， Wt p= 而 DF;=Fw 一 Pi 一 Ps， 代 人 上 
式 , 可 得 轴承 O 的 约束 反 力 从 


4 和 M 一 pi 
Fuo 一 Pi 十 Pi 二 ea 中 十 PP 十 Te Rp 


;站 二 





N Par 


小 








动能 定理 描述 了 质点 RO ,fg 本 章 
的 重点 是 掌握 动能 和 功 的 概念 握 刚体 作 平 动 、 定 轴 转 动 、 平 面 运 动 的 动能 的 计算 ; 掌 
握 常见 的 力 ( 如 重力 、 弹性 力 、 自在 首 定 轴 转动 刚体 上 的 力 或 力 偶 ) 做 功 的 计算 。 

动能 定理 是 一 个 标量 方程 只 能 求解 一 个 未 知 最 ! 且 主 要 用 于 求解 速度 、 时 
动量 问题 。 动 能 的 改变 不 仪 与 了 外力 有 关 ， 而 且 呈 内 放 有 关 ， 因此 不 管 是 内 力 还 是 外 力 ， 
要 是 做 功 的 力 都 必须 列 人 方程 中 。 对 于 理想 约束 ,因为 约束 反 力 做 功 为 零 ， 所 以 在 应 用 动 
能 定理 时 ， Re el 动能 宕 直接 建立 了 主动 力 与 速度 之 间 的 关系 ， 这 给 计 
算 带 来 许多 方便 、， 

动力 学 普遍 定理 解 题 的 一 般 步骤 如 下 。 

(1) 根据 题 意 ， 确 定 研究 对 象 ， 并 选取 适当 的 定理 。 

根据 各 个 定理 的 特点 灵活 使 用 各 定理 : 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 主 要 用 于 已 知 运动 求 
约束 反 力 。 动 量 矩 定理 、 动 能 定理 主要 用 于 已 知 主动 力求 运动 。 若 遇 到 已 知 主动 力求 系统 
的 运动 以 及 约束 反 力 时 ， 则 需要 综合 应 用 各 定理 。 一 般 的 方法 是 先 利 用 动量 矩 或 动能 定理 
求 运动 ， 后 利用 动量 定理 (质心 运动 定理 ) 求 约束 反 力 。 

另外 还 应 知道 ， 对 于 复杂 的 系统 问题 应 优先 考虑 用 动能 定理 求 系统 的 运动 。 因 为 方程 
中 只 考虑 主动 力 做 功 ， 所 以 不 必 将 系统 拆 开 ， 而 是 研究 整体 。 在 一 般 情况 下 ， 不 须要 对 系 
统 进行 受 力 分 析 ， 这 是 由 于 动能 定理 中 不 出 现 未 知 的 约 东 反 力 。 

(2) 受 力 分 析 ， 画 受 力 图 。 动 力学 绘制 受 力 图 的 方法 与 静 力 学 完全 相同 。 根 据 受 力 情 
况 ， 判定 系统 是 否 满足 守恒 条 件 。 

(3) 运动 分 析 。 应 在 图 中 画 出 质点 或 质心 的 速度 、 加 速度 的 方向 ， 并 计算 出 相应 定理 
中 所 需 的 有 关 运 动量 。 

(4) 根据 动力 学 普遍 定理 列 出 动力 学 方程 ， 计 算 未 知 量 。 
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习 题 


一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “\/”， 错 误 的 打 “X” 








1. 圆 轮 纯 滚动 时 ， 与 地 面 接触 点 的 法 向 约束 力 和 滑动 摩擦 力 均 不 做 功 。 ( ) 
2， 理 想 约束 的 约束 反 力 做 功 之 和 恒 等 于 零 。 (9 
3. 由 于 质点 系 中 的 内 力 成 对 出 现 ， 所 以 内 力 的 功 的 代数 和 恒 等 于 零 。 ci 
4 弹簧 从 原 长 压缩 10cm 和 拉 长 0cm， 弹 得 力 做 功 相等 。 ¢ 3 
5. 质点 系 动能 的 变化 与 作用 在 质点 系 上 的 外 力 有 关 ， 与 内 力 无 关 。 站 
6. 三 个 质量 相同 的 质点 ， 从 距 地 相同 的 高 度 上 ， 以 相同 的 初速 度 ， 一 个 向 上 抛 出 
一 个 水 平 抛 出 ， 一 个 向 下 抛 出 ， 则 三 质点 落地 时 的 速度 相等 从 ¢ 
7. 动能 定理 的 方程 是 矢量 式 。 ( ) 
8 弹簧 由 其 自然 位 置 拉 长 10cem， 青 拉 长 10em， 在 这 向 个 过 向 量力 做 功 相 等 
冰 六 ) 
二 、 填 空 是 RN 
1， 当 质点 在 错 垂 平面 内 恰好 转 过 周 时 前 力 所 做 的 功 为 。 
2. 在 条 件 下 ， 约 束 反 力 所 做 的 功 的 代数 和 为 零 ， 


3. 如 图 12. 19 所 示 ， 质 量 为 ni 的 均 质 村 OA - 端 贸 接 在 质量 为 m, 的 均 质 贺 轮 的 轮 
心 ， 另 一 端 放 在 水 平面 上 ， 圆 轮 在 地 面 上 作 纯 滚动 ， 若 轮 让 的 速度 为 w， 则 系统 的 动 
能 T= 。 人 XAd 
4.， 圆 轮 的 一 端 连接 弹 策 一 其 刚度 系数 为 上 ， 另 一 端 连接 一 重量 为 一 的 重 物 ， 如 图 12. 20 所 
示 。 初 始 时 弹 徐 为 自然 长 ， 当 重 物 下 降 为 人 时 王 系 统 的 总 功 丽 一 








全: 
4、 


图 12.19 题 二 (3) 图 图 12.20 题 二 (4) 图 





5. 如 图 12. 21 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 。 滑 块 A 与 滑 道 BC 之 间 的 摩擦 力 是 系统 的 内 力 ， 
设 已 知 摩 擦 力 为 F 且 等 于 常数 ， 则 曲柄 转 一 周 摩擦 力 的 功 为 

6. 平行 四 边 形 机 构 如 图 12. 22 所 示 ，OIA=O,B=~，OA//OB， 曲 柄 OA 以 角速度 
中 转动 。 设 各 杆 都 是 均 质 杆 ， 质 量 均 为 思 ， 则 系统 的 动能 T 一 

7. 均 质 杆 AB， 长 为 1， 质量 为 m，A 端 靠 在 墙 上 ，B 端 以 等 速 度 。 沿 地 面 运动 ， 如 
图 12. 23 所 示 。 在 图 示 瞬 时 ， 杆 的 动能 为 
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图 12.21 题 二 (5) 图 图 12.22 题 二 (6) 图 


8. 在 图 12. 24 中 , 均 质 摆 杆 OA， 质 量 为 mi 一 5kg， 长 /=1. 2 物 块 B 的 质量 为 mm 二 
15kg， 由 杆 OA 通过 套 简 带动 在 水 平面 内 运动 。 设 图 示 瞬 时 % 杆 OA 的 角速度 w==1rad/s， 
二 0. 9m, 则 杆 OA 的 动能 为 ， 滑 块 B 的 动能 为 。 

















N 


2 民 
图 12.23 题 二 (7) 图 ~ 
> 


图 12.24 题 二 (8) 图 








三 、 选 择 题 


1. 若 质 点 的 动能 保持 不 变 ， 则 ( DE 
A. 其 动量 必 和 守恒 B. 质点 必 作 直线 运动 
C. 质点 必 做 匀速 运动 D. 质点 必 作 变 速 运动 
2. 汽车 靠 发 动机 的 内 力 做 功 ，( Ws 
A. 汽车 肯定 向 前 运动 B. 汽车 肯定 不 能 向 前 运动 
C. 汽车 动能 肯定 不 变 D. 汽车 动能 肯定 变 


3. 如 图 12. 25 所 示 ， 半 径 为 尺 、 质 量 为 mm 的 均 质 滑轮 上 ， 作 用 一 常 力矩 M， 吊 升 一 
质量 为 加 的 重 物 ， 则 重 物 上 升 高 度 户 的 过 程 中 ,力矩 M 的 功 W=( 和 5 


h BS 
A. MR B. mgh C. MRE—mgh D.0 


4. 均 质 圆 盘 质 量 为 mm， 半径 为 R， 在 水 平面 上 作 纯 滚动 ， 设 某 瞬 时 其 质心 速度 为 w， 
则 此 时 圆 盘 的 动能 是 ( )5 








犁 ; 
A Bm RB 了 C. DIU D. mw; 
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5. 如 图 12. 26 所 示 ， 三 棱柱 B 沿 三 棱柱 A 的 斜面 运动 ， 三 棱柱 A 沿 光滑 水 平面 向 左 
运动 。 已 知 A 的 质量 为 m;， 了 的 质量 为 mm;; 某 瞬 时 A 的 速度 为 v,，B 沿 斜 面 的 速度 为 
mm。 则 此 时 三 棱柱 B 的 动能 T 一 ( js 


A, 到 so B. 于 Ca —vw)’ 
= .1 2 2 1 2 2 in2 
人 Fm wy 了 及 Fm [Lv 一 mcos0) 十 wa? sin*0] 





图 12.25 题 三 (3) 图 图 入 26、 题 三 (5) 图 
6， 如 图 12. 27 所 示 ， 两 均 质 轮 质 量 为 说 半径 均 为 R， 用 


绕 在 两 轮 上 的 强 系 在 一 起 。 设 某 肯 时 两 花 的 角速度 分 别 为 w 和 
ws， 则 系统 的 动能 T=(  )。NNN Se 














A. 评 站 Rao A 
1 ral i, XX 
B, z smR a 十 2 ( 7 mR 把 SS 
We 

CC， 1 js t Sm (Ro 和 SFR: )e 

D. 十 FR jo tm Ro HR 二 (二 I 
四 、 计 算 题 
1. 摆 锤 质量 为 m， 摆 长 为 ", ， 如 图 12. 28 所 示 。 求 摆 锤 由 点 A 至 最 低位 置 点 BB， 以 

及 由 人 A 点 经 过 最 低位 置 点 B 到 点 C 的 过 程 中 摆 锤 重力 所 做 的 功 。 


2. 重量 为 2000N 的 刚体 在 已 知 力 下 一 500N 的 作用 下 沿 水 平面 滑动 ， 力 下 与 水 平面 夹 
角 a 王 30"。 如 接触 面 间 的 动 摩擦 因数 f= 二 0.2， 求 刚体 滑动 
距离 ;二 30m 时 ， 作 用 于 刚体 各 力 所 做 的 功 及 合力 所 做 的 
总 功 。 

3. 弹簧 原 长 为 /, ， 刚 度 系数 为 k= 二 1960N/m， 一 端 固 
定 ， 另 一 端 与 质点 M 相连 ， 如 图 12. 29 所 示 。 试 分 别 计算 
下 列 各 种 情况 时 弹簧 力 所 做 的 功 。(1) 质点 由 M 至 M:， 
(2) 质点 由 M: 至 M:;， (3) 质点 由 M: 至 M, 。 

4. 计算 各 物体 的 动能 。 已 知 物体 均 为 均 质 ， 其 质量 为 
图 12.28 题 四 (1) 图 m， 几 何 尺 寸 如 图 12. 30 所 示 。 
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5. 如 图 12. 31 所 示 ， 与 弹簧 相连 的 滑 块 M 可 沿 固 
定 的 光滑 圆 环 滑动 ， 圆 环 和 弹簧 都 在 同一 铅 直 平面 内 。 
已 知 滑 块 的 重量 奴 王 100N， 弹 簧 原 长 为 ! 王 15cm， 弹 
簧 刚度 系数 人 一 400N/m。 求 滑 块 M 从 位 置 A 运动 到 位 
各 B 的 过 程 中 ,其 上 各 力 所 做 的 功 及 合力 的 总 功 。 

6. 长 为 I、 质量 为 m 的 均 质 杆 OA 固定 于 球 贸 链 
O 〇 处 , 并 以 等 角速度 久 绕 铝 直线 转动 ， 如 图 12. 32 所 
示 。 若 杆 OA 与 铅 直 线 的 夹 角 为 0， 试 求 杆 的 动能 。 

















图 12.31 题 四 (5) 图 图 12.32 题 四 (6) 图 


7. 摩擦 阻力 等 于 正 压力 与 滑动 摩擦 因数 的 乘积 。 为 测定 动 摩擦 因数 ,把 料 车 置 于 和 余 
坡 顶 A 处 ， 让 其 无 初速 度 地 下 滑 ， 料 车 最 后 停止 在 C 处 ， 如 图 12. 33 所 示 。 已 知 h、s1、 
ss， 试 求 料 车 运行 时 的 动 摩擦 因数 /。 

8. 如 图 12. 34 所 示 ， 一 不 变 力 偶 矩 M 作用 在 绞车 的 均 质 鼓 轮 上 ， 轮 的 半径 为 -， 质量 
为 mi 。 绕 在 鼓 轮 上 绳索 的 另 一 端 系 一 质量 为 加 的 重 物 ， 此 重 物 沿 倾角 为 a 的 斜面 上 升 。 
设 初始 系统 静止 ， 斜 面 与 重 物 间 的 摩擦 因数 为 f。 试 求 绞车 转 过 9 后 的 角速度 。 














图 12. 33 题 四 (7) 图 图 12.34 题 四 (8) 图 
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9. 两 均 质 杆 AC 和 BC 各 重 为 P， 长 为 /， 在 点 C 由 铵 链 相 连 ， 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 
如 图 12. 35 所 示 。 由 于 A 和 B 端的 滑动 ， 杆 系 在 铬 垂 平 面 内 落下 。 设 点 C 初始 时 的 高 度 
为 几 ， 开 始 时 杆 系 静止 ， 试 求 铵 链 C 落地 时 的 速度 大 小 。 

10. 两 均 质 杆 AB 和 BO 用 铵 链 忆 相连 ， 杆 的 A 端 放 在 光滑 的 水 平面 上 ， 杆 的 O 端 为 
辕 定 铵 支 座 ， 如 图 12. 36 所 示 。 已 知 两 杆 的 质量 均 为 mm， 长 均 为 1, 在 杆 AB 上 作用 一 不 
变 的 力 偶 矩 M， 杆 系 从 图 示 位 置 由 静止 开始 运动 。 试 求 当 杆 的 A 端 碰 到 铵 支 座 O 时 ， 杆 


AS 
从 


图 12.35 题 四 (9) 图 “， 国 这 36 题 四 (10) 图 









































11. 如 图 12. 37 所 示 曲 柄 连 杆 机 构 位 于 永 平面 内 。 曲 柄 重 为 W,， 长 为 -， 连 杆 重 为 
W:， 长 为 /， 滑 块 重 为 W; ， 曲 本 及 连 杆 均 可 视 为 均 质 细 长 杆 。 今 在 曲柄 上 作用 一 不 变 转 矩 
M,， 当 ~AOB=90 时，A 点 的 速度 为 又 习 求 当 曲柄 转 至 水 平 向 右 位 置 时 A 点 的 速度 。 

12. 带 式 输 送 机 如 图 12. 38 所 示 * 物体 A 重量 为 Wo 带 轮 B、C 的 重量 均 为 外， 半径 
为 尽 ， 视 为 均 质 圆锥 ， 轮 互 南 电动 灿 驱 动 ， 其 上 受 不 变 转移 M 作用 。 系 统 由 静止 开始 运 
动 ， 不 计 传 送 带 的 质量 求 重 物 A 沿 斜 面 上 升 距离 为 时 的 速度 和 加 速度 。 





图 12.37 题 四 (11) 图 图 12.38 题 四 (12) 图 


13. 如 图 12. 39 所 示 两 个 相同 的 均 质 滑轮 ， 半 径 均 为 R， 
重量 均 为 W， 用 绳 缠绕 连接 。 如 动 滑轮 由 静止 落下 ， 带 动 定 
滑轮 转动 ， 求 动 滑轮 质心 C 的 速度 vc 与 下 落 距离 h 的 关系 ， 
并 求 点 C 的 加 速度 ac 。 

14. 均 质 杆 AB 的 质量 为 六 一 4kg， 其 两 端 悬挂 在 两 条 平 
行 等 长 的 绳子 上 ， 如 图 12. 40 所 示 。 杆 AB 处 于 水 平 位 置 ， 
设 其 中 一 绳 突然 断 了 ， 试 求 此 瞬时 另 一 绳 的 张力 。 

15. 均 质 杆 OA 可 绕 水 平 轴 O 转动 ， 另 一 端 匀 接 一 圆 盘 ， 图 12 39 题 四 (13) 图 
圆 盘 可 绕 匀 A 在 铬 垂 平面 内 自由 旋转 ， 如 图 12. 41 所 示 。 已 
知 杆 OA 长 为 !， 质 量 为 m,， 圆 盘 的 半径 为 R， 质量 为 m, 。 摩 擦 不 计 ， 初始 时 杆 OA 水 
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平 ， 且 杆 和 圆 盘 静 止 。 试 求 杆 OA 与 水 平 线 成 9 角 时 ， 杆 的 角速度 和 角 加 速度 。 

16， 如 图 12. 42 所 示 ， 半 径 为 r, ， 质 量 为 mi 的 圆 轮 工 沿 水 平面 作 纯 滚动 ， 在 此 轮 上 绕 
一 不 可 伸 长 的 绳子 ， 强 的 一 端 绕 过 滑轮 开 后 悬挂 一 质量 为 ms 的 物体 M， 定 滑轮 下 的 半径 
为 王 ， 质 量 为 ww， 圆 轮 工 和 滑轮 下 可 视 为 均 质 圆 盘 。 系 统 开始 处 于 静止 状态 。 求 重 物 下 
降 刀 高 度 时 圆 轮 工 质心 的 速度 ， 并 求 绳 的 拉力 。 
































~ 
~ 


图 12.40 题 四 (14) 图 图 12.41 是 四 中 5) 图 
17. 如 图 12. 43 所 示 的 机 构 中 ， 深 轮 和 鼓 轮 均 为 均 庚 体 ， 质 量 分 别 为 m4 、ms， 半 多 


均 为 R， 斜 面 倾角 为 a。， 如 不 计 绳 子 的 质 其 和 滚动 摩擦 滚轮 C 在 斜面 上 作 纯 滚动 。 今 在 
鼓 轮 上 作用 一 力 偶 矩 M。 试 求 ，(1) 鼓 轮 的 角 加 速度 ; (2) 轴承 O 的 约束 反 力 。 





.国民 42 题 四 (16) 图 小 二 图 12. 43 题 四 (17) 图 


18， 如 图 12: 4 所 示 的 系统 中 ， 物 块 及 两 均 质 轮 的 质量 为 m， 轮 半径 为 R。 轮 C 上 缘 
缠绕 一 刚度 系数 为 的 无 重 弹簧 ， 轮 C 在 地 面 上 作 无 滑动 地 滚动 。 初始 时 ， 弹簧 无 伸 长 ， 
此 时 在 轮 O 上 挂 一 重 物 ， 试 求 当 重 物 由 静止 下 落 为 六 时 的 速度 和 加 速度 ， 以 及 轮 C 与 地 面 
间 的 摩擦 力 。 














12. 44 题 四 (18) 图 
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惯性 力 系 的 简化 


掌握 各 种 惯性 办 系 的 简化 方法 


刚体 平 动 、 转 动 和 平面 运动 
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掌握 达 朗 由 尔 源 理 的 应 用 方法 
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六 入 来 例 


1743 年 ， 达 朗 贝 尔 (1717 一 1783) 考 虑 受 约束 质点 的 运动 ， 首 先 区 分 了 外 力 和 内 力 ， 
而 内 力 可 以 互相 抵消 ， 因 此 有 效力 静态 地 等 于 外 力 ， 该 结论 称 为 达 表 贝尔 原理 。 该 原理 
将 约束 归结 为 力 的 作用 而 提供 了 解决 受 约束 质点 系 动力 学 问题 的 一 般 方法 ， 并 在 《动力 
学 原理 ) 中 阐述 了 达 朗 贝尔 原理 。 

小 时 候 ， 吃 过 棉花 糖 的 同学 可 能 还 记得 : 制作 棉花 糖 的 装置 (如 图 所 示 的 棉花 糖 机 ) 
中 间 是 一 个 能 旋转 的 金属 容器 ， 金 属 容器 的 外 侧面 有 很 多 小 孔 ， 容 器 底部 没有 孔 ; 容器 
的 下 部 放置 一 个 煤油 喷 灯 。 先 点 燃 喷 灯 加 热 容器 ， 然 后 用 脚 路 装置 使 侧 壁 带 有 小 孔 的 容 
器 旋转 ， 当 旋转 的 容器 被 加 热 到 适当 温度 时 从 容器 上 部 的 一 个 开口 加 入 白 砂 糖 ， 白 砂糖 
被 下 部 喷 灯 加 热 熔融 后 变 成 液态 ， 液 态 的 糖 在 离心 力 的 作用 下 补 忆 出 容器 侧 壁 上 的 小 
孔 ， 经 过 空气 冷凝 变 成 白色 丝 状 物 ， 用 棒 找 取 出 来 就 成 千 丝 万 续 的 禄 花 糖 了 。 

也 许 有 的 同学 坐 过 过 山 车 或 旋转 飞机 ， 或 者 看 过 速 滑 运 动员 在 高 道 时 采取 深 焉 、 向 
商道 内 侧 倾 针 、 用 左手 触摸 冰 面 等 滑 跑 姿势 ， 这 些 惊 心 动 风 的 游戏 都 给 我 们 留 下 很 深 的 
印象 。 地 球 和 月 球 之 间 有 万 有 引力 ， 为 什么 月 球 条 冷 擅 下 来 呢 ? 如 果 你 仔细 观察 ,会 发 
现 高 速 公路 或 铁路 的 转 这 处 是 向 内 倾斜 的 ,这些 是 什么 原因 呢 ? 你 也 可 以 根据 本 章 的 知 
识 ， 自 己 设计 洗衣 机 的 脱水 简 。 当 你 晨练 时 ; X 知 进行 这 道 跑 或 者 在 速度 滑冰 中 进行 这 
道 滑行 等 )， 你 一 定 会 懂得 如 何 保护 好 自己 避免 受到 伤害 。 














过 山 车 





速度 滑冰 洗衣 机 的 脱水 桶 





13. 1 惯性 力 与 质点 的 达 朗 贝尔 原理 


前 面 介绍 了 解决 动力 学 问题 的 两 种 方法 . 即 质点 运动 微分 方程 的 方法 和 以 牛顿 定律 为 


基础 的 动力 学 普遍 定理 方法 ， 能 有 效 地 解决 某 些 质点 或 质点 系 (刚体 ) 的 动力 学 问题 。 但 随 
着 社会 科技 水 平 的 提高 ， 各 种 不 同 的 机 器 和 机 械 设 备 在 工程 实际 中 得 到 越 来 越 多 的 使 用 。 
在 这 些 机 器 设备 的 设计 、 制 造 和 使 用 中 出 现 了 大 量 的 非 自由 质点 系 的 动力 学 问题 。 对 于 这 
类 问题 ， 人 们 引入 惯性 力 的 概念 ， 假 想 在 质点 或 质点 系 (刚体 ) 上 加 上 惯性 力 ， 则 可 应 用 静 
力学 写 平衡 方程 的 方法 求解 动力 学 问题 。 这 种 方法 称 为 达 朗 贝尔 原理 (又 称 为 动静 法 ), 它 
提供 了 求解 动力 学 问题 的 一 种 普遍 方法 。 


13.1.1 惯性 力 的 概念 


在 达 朗 贝尔 原理 中 涉及 惯性 力 ， 所 以 可 先 讨 论 惯 性 力 的 概念 。 下 面 举 两 个 实例 来 

说 明 。 

例如 ， 一 工人 在 水 平 光滑 直线 轨道 上 推 质量 为 m 的 小 车 ， 如 图 13. 1(a) 所 示 ， 设 手 作 

用 于 小 车 上 的 水 平 力 为 F， 小 车 将 获得 水 平 加 速度 a， 如 图 1371Cb) 所 示 。 由 牛顿 第 二 定 

律 可 知 二 ma 。 同 时 ， 由 于 小 车 具有 惯性 ， 这 个 惯性 力促 使 小 车 保持 其 原来 的 运动 状态 而 
给 手 一 个 反作用 力 F'， 由 作用 和 反作用 定律 可知 
及" 一 一 下 一 一 加 \ 


即 小 车 的 惯性 力 大 小 等 于 小 车 的 质量 与 加 速度 的 乘积 ”方向 和 加 速度 的 方向 相反 。 















































图 13. 1 惯性 力 (一 ) 


又 如 ,质量 为 m 的 小 球 在 光滑 的 水 平面 内 通过 绳子 绕 中 心 轴 O 作 和 匀速 圆周 运动 ， 圆 
周 的 半径 为 尺 ， 小 球 的 速度 为 vw， 加 速度 为 a,， 如 图 13. 2(a) 所 示 。 小 球 在 水 平面 内 只 受 
绳子 的 拉力 F( 向 心力 ) 的 作用 ,两 者 之 间 的 关系 由 牛顿 第 二 定律 可 写 为 F=wma,。 由 于 小 
球 的 惯性 ， 小 球 将 给 予 绳子 一 个 反作用 力 F'， 如 图 13. 2(b) 所 示 。 由 作用 和 反作用 定律 ， 
可 知 








F'=—F=—ma, 
即 小 球 的 惯性 力 大 小 等 于 小 球 的 质量 与 加 速度 的 乘积 ， 方 向 和 加 速度 的 方向 相反 。 

从 以 上 两 个 例子 可 见 ， 质 点 受 力 改变 运动 状态 时 ， 由 于 质点 的 惯性 ， 质 点 将 给 予 施 力 
物体 一 个 反作用 力 ， 这 个 反作用 力 称 为 质点 的 惯性 力 。 质 点 惯性 力 的 大 小 等 于 质点 的 质量 
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与 其 加 速度 的 乘积 ,方向 与 质点 加 速度 的 方向 相反 。 








(a) 人) 


图 13. 2 惯性 力 (二 ) 


13.1.2 质点 的 达 朗 贝尔 原理 


设 一 质点 的 质量 为 六 ， 在 主动 力 正 和 约束 外 力 FP 的 共同 作用 下 ， 产生 的 加 速度 为 a， 
如 图 13. 3 所 示 。 We -定律 ， 有 
F+F\=ma SS 
上 式 又 可 写 为 , 六 二 
F+RF\ 十 (一 ao 三 0、 
式 中 ， 一 ma 为 质点 的 惯性 力 ， 用 Fi 来 表示 "于是 上 式 可 写 为 
FFsEF=0 C13=1) 
式 (13 -表明 ， 质 点 运动 的 任 一 瞬时 ”作用 于 质点 上 的 主动 力 、 约 束 反 力 以 及 假想 
加 在 质点 上 的 惯性 力 ， 在 形式 上 组 让 广 平衡 力 系 ， 这 就 是 质点 的 达 朗 贝尔 原理 。 
应 该 着 重 指出 ， 质 点 真实 的 受 为 只 有 主动 力 和 约束 反 为 ， 惯 性 力 只 是 假想 地 加 在 质点 
上 ， 上 面 提 到 的 “平衡 态 系 只 是 形式 上 的 一 种 平衡 力 系 ， 质 点 也 并 非 处 于 平衡 状态 。 这 
样 做 的 目的 只 是 将 动力 学 问题 化 为 静 力 学 问题 东 解 ， 为 动力 学 问题 提供 另 一 条 求解 的 途 
。 同 时 ， 达 朗 贝 尔 诛 理 与 第 14 章 的 虚 位 移 原理 构成 了 分 析 力学 的 基础 。 
【 例 13 - 条、 二 圆锥 摆 如 图 13. 4 所 示 质量 为 m 的 小 球 系 于 长 为 ! 的 绳 上 ， 绳 的 另 一 
端 系 在 固定 点 O 处 。 当 小 球 在 水 平面 内 以 速度 v 作 匀 速 圆周 运动 时 ， 绳 子 与 铅 垂 线 成 0 
角 。 用 达 朗 贝尔 原理 求 速度 大 小 与 0 角 之 间 的 关系 。 




















图 13.3 质点 的 达 朗 贝尔 原理 图 13.4 例 13-1 图 


解 : 将 小 球 视 为 质点 ， 小 球 在 主动 力 mg 和 约束 反 力 FAN 的 作用 下 作 匀 速 圆 周 运动 。 由 
质点 的 运动 情况 可 知 质点 只 有 法 向 加 速度 a,. 在 质点 上 假想 地 加 上 一 个 惯性 力 Fl， 由 达 
朗 贝尔 原理 可 知 ， 质 点 在 这 三 个 力作 用 下 在 每 一 瞬时 都 处 于 平衡 状态 ， 故 有 
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Fysing—Fi=0, Fycos0—mg=0 
由 上 面 两 式 消去 Fy， 可 得 
Fi—=mgtanO 


而 人 二 ma,=m a 即 有 


刀 一 gltangsin0 
即 
v= VSgLtangsing 

【 例 13-2】 如 图 13. 5 所 示 的 列车 在 水 平 轨 道上 行驶 ,车厢 内 悬挂 一 单 舞 ， 摆 锤 的 质 
量 为 mw。 当 车 厢 向 右 作 匀 加 速 运动 时 ， 单 摆 向 左 偏转 
的 角度 为 w， 求 车 厢 的 加 速度 。 

解 : 选 摆 锤 为 研究 对 象 ， 它 受到 重力 mg 和 绳子 
拉力 的 作用 。 假 想 地 增加 一 个 惯性 力 Fl,， 由 达 郎 三 填 三 . 
贝尔 原理 可 知 ， 捍 逛 在 这 些 力 的 作用 下 处 于 于 衡 闪 AN 
态 。 列 x 方向 的 平衡 方程 ， 即 下 三 

mgsing— Ficosp—=0 
而 互 二 ma， 代 入 上 式 ， 可 解 得 
a=gtang 

9 随 着 加 速度 a 的 变化 而 变化 fa 同 定时 ， 9 也 关 定 水 变 。 因此 ， 只 要 测 得 偏转 角 
9， 就 能 知道 列车 的 加 速度 qz 这 就 是 押 式 加 速 计 的 原理 。 


XK 


13:2 质点 条 的 这 明 中 贝尔 原 





SYS-、 图 13.5 例 13-2 图 





设 有 个 质点 组 成 的 质 点 系 ， 其 中 任 一 个 质点 i 的 质量 为 mx,， 加 速度 为 a;， 此 质点 上 
除了 作用 有 真实 的 主动 力 F, 和 约束 反 力 Fw 外 ,还 假想 地 在 这 pe 
Fs， 由 质点 的 达 朗 贝尔 原理 有 

Fi+Fyt+Fi=0 (i=1, 2, *, n) (13-2) 

式 (13- 2) 表明 ， 质 点 系 运动 的 每 一 瞬时 ， 作 用 于 系 内 每 个 质点 的 主动 力 、 约 东 反 力 
和 该 质点 的 惯性 力 组 成 一 个 平衡 力 系 。 这 就 是 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 。 

如 果 把 真实 作用 于 第 i 个 质点 上 的 所 有 力 分 成 外 力 Fi 和 内 力 Fi;， 则 式 (13 -2) 可 改 
写 为 




















Fi+Fi+Fi=0 (i=1, 2, *, n) (13-3) 
这 表明 ， 质 点 系 中 每 个 质点 上 作用 真实 的 外 力 、 内 力 和 虚假 的 惯性 力 在 形式 上 组 成 一 
个 平衡 力 系 。 
必须 指出 ， 对 于 由 n 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 由 于 每 一 个 质点 处 于 平衡 状态 ， 整 个 质点 
系 也 就 处 于 平衡 状态 。 对 于 整个 质点 系 的 平衡 ， 由 静 力学 中 的 平衡 条 件 可 知 ， 空 间 任 意 力 
系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 力 系 的 主 矢 和 对 于 任 一 点 的 主 矩 等 于 零 ， 即 
EF+EF+EF=0 
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EFMo (FI) + TEMoF)+ TMo(Fs)=0 
由 于 质点 系 的 内 力 总 是 成 对 出 现 的 ， 且 等 值 反 向 、 共 线 ， 因此 有 之 五 一 0， 
Mo(Fi) 二 0 这样， 上 面 两 式 可 简化 为 
ZF+2F;=0 
EMoF) + TMoF,)=0 

式 (13- 4) 表明， 作用 于 质点 系 上 的 所 有 外 力 与 虚 加 在 每 一 个 质点 上 的 惯性 力 在 形式 
上 组 成 平衡 力 系 ， 这 就 是 质点 系 达 朗 贝尔 原理 的 又 一 表述 形式 。 

在 静 力学 中 ， 称 了 F, 为 力 系 的 主 失 ， 站 Mo(F,) 为 力 系 对 点 O 的 主 矩 。 现 在 称 忆 丽 , 为 
惯性 力 系 的 主 矢 ， 之 Mo(P ) 为 惯性 力 系 对 点 O 的 主 矩 。 将 静 力 学 中 空间 任意 力 系 的 平衡 
方程 和 式 (13 - 4) 比较 ， 式 (13 -4) 中 分 别 多 出 了 惯性 主 矢 之 F 和 主 和 矩 之 MoCF)。 由 质点 
系 的 达 朗 贝尔 原理 可 知 ， 质 点 系 所 受 的 全 > 部 真实 力 加 上 全 部 虚假 惯性 力 后 ， 在 形式 上 构成 
-个 平衡 力 系 。 因 而 可 用 静 力 学 所 述 的 求解 平衡 问题 的 方法 求解 动力 学 问题 。 

【 例 13-3】 如 图 13. 6 所 示 的 定 滑轮 半径 为 -， 质量 为 mi ， 
匀 匀 分 布 在 轮 缘 上 ， 可 绕 水 平 负 口 转动 。 跨 过 滑轮 的 无 重 绳 的 
两 端 挂 有 质量 分 别 为 四 和 zz 的 两 重 物 (mi > 几 )， 强 和 轮 之 间 不 
打滑 ， 轴 承 摩擦 忽略 不 计 ; 求 重 物 的 加 速度 。 

解 : 以 滑轮 和 两 重 物 组 成 的 质点 系 为 研究 对 象 。 作 用 在 该 系 
统 上 的 外 力 有 重力 wg、msg、msg 和 轴承 的 约束 反 力 Fo 。 

因 四 训 V 则 两 重 物 加 速度 的 方向 和 惯性 力 的 方向 如 
四 yr. 其 中 ，a 三 一 ar 惯性 力 分 别 为 
=—mza'=m2a 
m 点 组 成 的 质点 系 。 记 轮 缘 上 任 一 点 i 的 
ee 该 质点 的 惯性 力 

的 大 小 为 YA 


(13-4) 












图 13.6 例 13=3 图 


mn 到 Fa 
Fi=m;—, Fi=mire=ma 
r 

















方向 如 图 13. 6 所 示 。 由 质点 系 的 达 朗 贝尔 原理 可 知 ， 质 点 系 在 所 有 这 些 力 的 作用 下 处 于 
平衡 状态 。 由 


Mo(F,)=0， 有 








(mg—Fn—m:g—Fr)r— EFir=0 
即 Gmg 一 ma 一 mg 一 ma)r 一 miar 二 0， 而 郊 miar 二 (mi)ar 二 msar， 代 入 上 式 ， 整理 
后 得 





Mm ms 


mi tms mss 


13.3 刚体 惯性 力 系 的 简化 














应 用 动静 法 求解 质点 系 动力 学 问题 时 ， 需 在 质点 系 实际 所 受 的 力 系 上 虚 加 各 质点 的 惯 








性 力 ， 以 便 构成 假想 的 平衡 力 系 。 所 有 质点 的 惯性 力也 构成 一 个 力 系 ， 称 为 惯性 力 系 。 由 
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于 刚体 是 由 无 数 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 要 对 每 一 个 质点 添加 惯性 力 ， 然 后 列 平衡 方程 来 计 


算 ， 一 般 来 说 是 相当 困难 的 。 若 利用 静 力学 中 力 系 简化 理论 ， 可 将 原 惯 性 力 系 向 一 点 简 
化 ， 得 到 主 失 和 主 矩 ， 并 用 它们 来 表示 原来 整个 较为 复杂 的 惯性 力 系 的 作用 效果 ， 将 给 解 











题 带 来 很 大 方便 。 所 以 我 们 用 动静 法 来 分 析 刚 体 动力 学 问题 之 前 ， 先 要 来 分 析 刚 体 惯性 力 


系 的 简化 问题 。 





对 于 作 任 意 运动 的 质点 系 ， 把 实际 所 受 的 力 系 和 虚 加 惯性 力 系 向 任意 点 O 简化 ， 所 得 
的 主 矢 和 主 矩 分 别 记 为 Fe 、Mo、FR 、Mio， 由 力 系 的 平衡 条 件 可 得 





Fe 十 Fe 一 0; Mo 十 Mo 一 0 


由 质心 运动 定理 Fe 二 mac， 代 入 上 式 得 


Fr=—mac (13 -5) 


即 质点 系 惯性 力 系 的 主 矢 恒 等 于 质点 系 总 质量 与 质心 加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质心 加 速 


度 的 方向 相反 。 

由 静 力 学 中 
位 置 无 关 , 但 主 
心 的 位 置 有 关 。 





任意 力 系 的 简化 理论 可 知 ， 一 个 任意 力 系 的 生父 的 大 小 和 方向 和 简化 中 心 的 
矩 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 至 于 惯性 力 系 主 矩 ， 一 般 说 来 也 与 简化 中 
下 面 对 刚 体 平移 、 定 轴 转 动 、 平 面 运动 时 惯性 力 系 简 化 的 主 矩 进行 讨论 。 








13.3. 1 刚体 作 平 动 SA 
刚体 作 平 动 时 ， 每 一 瞬时 刚体 内 任 坊 质 站 ;的 加 速度 & 与 质心 C 的 加 速度 ac 相同 ， 


二 wee， 刚体 的 异 竹 力 系 移 成 < 六 全 
图 13.7 所 示 。 任 选 一 点 O 为 简化 中 心 
Mw= 2r,XF,= Dr, x (Cima) 


= 一 (> 
武人 13= 三 
(13 - 6) 也 表 


0， 则 惯性 力 系 的 主 矩 恒 等 于 零 。 因而 ， 刚 体 平 动 时 惯性 力 
E 用 在 质心 上 的 一 个 合力 Fi:， 其 大 小 和 方向 


系 可 以 简化 为 








行 的 力 系 ， 如 
主 矩 用 Mo 表示 ， 





mr ) X= mre Xac=—rc Xp C3 6) 
中 必 7 为 质心 C 到 简化 中 心 .0\ 的 矢 径 。 式 
如 果 取 质心 C 为 力 系 的 简化 中 心 ， 即 六 一 





由 式 (13 -5) 给 出 。 
13. 3.2 刚体 作 定 轴 转 动 


刚体 绕 定 幅 
M;， 其 质量 为 m 
质点 M; 的 切 向 





在 转轴 上 人 
坐标 为 (zi， 











图 13.7 刚体 作 平 动 





< 转动， 转动 的 角速度 和 角 加 速度 分 别 为 w 和 s。 在 刚体 内 任 取 一 质点 
1;， 其 到 转动 轴 的 距离 为 r,， 根据 刚 体 转动 的 角速度 和 角 加 速度 可 以 确定 


惯性 力 Fi 和 法 向 惯性 力 Fi 它们 的 方向 如 图 13. 8(a) 所 示 ， 大 小 分 别 为 


Fi=mai=mire Fi=ma?=mirw’ 
选 一 点 O 为 简化 中 心 ， 建 立 如 图 13. 8(a) 所 示 的 坐标 系 Oxyz， 质点 M, 的 
z;)。 由 前 面 的 分 析 已 经 知道 ， 力 对 任意 点 O 的 矩 矢 在 通过 该 点 的 某 轴 上 





的 投影 ， 等 于 力 对 该 轴 的 和 矩 ， 所 以 只 要 知道 惯性 力 对 三 个 坐标 轴 的 矩 Mi, 、Mi, 和 MI， 惯 
性 力 对 点 O 的 矩 矢 即 可 确定 。 下 面 分 别 计算 惯性 力 对 z、>、= 轴 的 矩 。 由 图 13. 8(b)， 很 
容易 求 得 惯性 力 对 ee 


=>M,(Fi)= YM, (Fi)+ EM., FL) 


= Emiriecosb, * zi— Tmiriw’ sing, 。 
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其 中 
eos 一半， sing = 
Mi =e Dmizrizi—w Dmiyizi 
即 
J» = 2myizis T= ED mri 
J 、J 是 刚体 对 于 > 轴 的 两 个 惯性 积 ， 它们 取决 于 刚体 质量 对 于 坐标 的 分 布 情况 。 
于 是 ， 惯 性 力 系 对 于 工 轴 的 和 矩 为 
Mi, =e], —w J], (13 -7) 
同 理 ， 可 得 惯性 力 系 对 于 y 轴 的 和 矩 
My, =e] +ow J , (13-8) 
惯性 力 系 对 于 = 轴 的 矩 为 XN 
Mi 一 一 eJ。 Wr (13-9) 
下 be 的 转动 惯量 。 
， 当 刚体 绕 定 轴 转动 时 ， 信人 因由 上 同化 的 二 为 
Mo 一 (13 -10) 
式 中 ， 、Mi- 为 表达 式 ， 如 式 (13 一 人 < 式 (13 -9) 所 示 。 如 果 刚 体 有 质量 对 称 平 
as ae 垂直 ， 简化 中 心 到 为 此 平面 与 = 轴 的 交点 ， 则 
J = Dry i 0, J = Dmizriz;=0 
则 Mi, 一 Mi, 一 0， 此 时 惯性 力 和 丰 0 的 主 条 为 
CC “Mo=Me= 
(9e) 
图 13. 8 刚体 作 定 轴 转 动 惯性 力 系 的 简化 
通过 以 上 分 析 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 当 刚体 有 质量 对 称 面 且 绕 垂直 于 该 对 称 平面 的 


轴 作 定 轴 转 动 时 ， 惯 性 力 系 向 转轴 与 
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对 称 平面 的 交点 O 简化 ， 最 后 就 得 到 一 个 力 Fe 和 和 矩 
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为 Mio 的 力 偶 。 这 个 力 等 于 刚体 质量 与 质心 加 速度 的 乘 
积 ， hs 向 相反 。 这 个 力 偶 的 矩 等 
于 刚体 对 转轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 转 向 与 
角 加 速度 相反 ， 如 图 13. 8(c) 所 示 。 

如 不 取 点 O 而 取 质 心 C 为 简化 中 心 ， 如 图 13. 9 所 
示 ， 将 惯性 力 系 向 质心 C 简化 ， 就 得 到 作用 于 质心 C 
的 惯性 力 Fr 和 对 称 平面 内 的 惯性 矩 Mic 二 一 Jce， 其 中 
Je 是 刚体 对 于 通过 质心 而 与 转动 轴 * 平行 的 轴 的 转动 
惯量 。 如 果 固 定 轴 通过 质心 C， 则 惯性 力 系 向 质心 C 简 
化 后 的 主 矢 Fe 王 0， 只 需 增 加 一 个 惯性 力 偶 ， 力 偶 矩 
Mic 王 一 Jce 。 


13.3.3 刚体 作 平面 运动 


只 讨论 刚体 有 质量 对 称 平面 ， 昌平 行 于 此 平面 运动 抽 链 朋 。 取 质量 对 称 平面 内 的 平面 
图 形 ， 如 图 13. 10 所 示 。 由 运动 学 可 知 ， meh 交 和 
动 。 设 质心 C 的 加 速度 为 ae， 转动 的 角 加 速度 为 ss 刚 
Re 
M%= Jce 
式 中 ， lh he 
> 由 以 上 讨论 可 知 ， 有 质量 对 称 平面 的 刚体 ， 
当 平 行 于 此 平面 运动 时 ， 刚 体 的 惯性 力 系 简化 
为 在 此 平面 内 的 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 这 个 力 通 
过 质心 C， 大 小 等 于 刚体 的 质量 与 质心 加 速度 
的 乘积 ， 其 方向 与 质心 加 速度 的 方向 相反 。 这 
个 力 偶 的 矩 等 于 刚体 对 通过 质心 且 垂 直 于 质量 
对 称 面 的 轴 的 转动 惯量 与 角 加 速度 的 乘积 ， 转 
向 与 角 加 速度 相反 。 
由 以 上 分 析 可 知 ， 刚 体 的 运动 形式 不 同 ， 
惯性 力 系 简化 结果 也 不 同 。 因 此 ， 应 用 达 溉 由 
尔 原理 求解 刚体 动力 学 问题 时 ， 应 首先 分 析 刚体 的 运动 形式 ， 在 简化 中 心 上 正确 地 加 上 惯 
性 力 和 惯性 力 偶 ， 然 后 再 写 出 平衡 方程 求解 。 
【 例 13-4】 涡轮 机 的 转 轮 具 有 对 称 面 ， 并 有 偏心 距 一 0. 5mm。 已 知 转 轮 重量 为 


WW 二 20kN, 并 以 n= 二 6000r/min 速度 匀速 转动 。 设 AB=h==1m， BD= 刀 =0. 5m， 转 动 轴 


垂直 于 对 称 面 ， 如 图 13. 11 所 示 。 试 求 当 质心 C 处 于 转 轮 的 转动 中 心 D 的 正 右 方 时 ， 即 
当 CD 平行 于 y 轴 时 ， 止 推 轴承 A 及 环 轴 承 B 处 的 反 力 。 

解 : 转 轮 做 匀速 转动 时 ， 因 为 没有 角 加 速度 ， 质心 C 只 有 向 心 加 速度 ， 而 无 切 向 加 速 
度 。 刚 体 惯 性 力 系 向 质心 C 简化 后 得 到 惯性 力 系 的 主 矢 Fn， 而 主 矩 Me 一 0， 如 图 13. 11 
所 示 。 选 整体 为 研究 对 象 ， 进 行 受 力 分 析 。 根 据 达 朗 贝 尔 原理 ,整体 在 A、B 所 受 的 约束 
反 力 和 重力 以 及 惯性 力 Fi 的 作用 下 处 于 平衡 状态 ,而 























图 13.9 刚体 定 轴 转 动 惯性 力 
向 质心 的 简化 











图 13. 10 刚体 平面 运动 惯性 力 系 的 简化 
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Fe 一 WW 


8 
列 平衡 方程 
EF,=0 Fu 十 Fu 一 0 
TF,=0 Fw 十 Fa 十 Fe 一 0 
ZF.=0 Fe—W=0 


I> 











EM,(F)=0 Fs,*h Fe 页 ,ece=0 


EM,(F)=0 Fu *h=0 
由 上 述 五 个 方程 解 得 轴承 的 约束 反 力 为 
PFA 一 Fa 一 0 


本 
Fa, =—We (#1 a RES (3 乞 】 
将 =60007/min 二 X007ad/s 及 其 他 数据 代入 ， 
< 
"Fs, 20kN， Fn:=20kN 
， 称 为 动 反 力 。 计 算数 值 时 ， 志 这 


ls 














图 13.11 例 13-4 图 














在 Fa 及 Fs, 的 表达 式 中 ， 





一 项 因 远 比 小 而 被 略 去 了 ， ee 
CA AN 


反 力 。 fy XGA 

从 计算 结果 可 以 看 出 ， 最 级 只 有 0。 5mm 的 偏心 外 ” 转速 也 不 是 太 高 ， 而 动 反 力 却 达 
到 轮 重 的 10 倍 。 而 且 从 六 面 的 分 析 可 知 ， 转速 越 高 六 偏心 距 越 大 ， 轴 承 的 动 约束 反 力 越 
大 ， 这 势必 使 轴承 磨损 加 快 ， 甚至 引起 轴承 的 被 坏人 再 次 ,注意 到 质心 位 置 是 随时 间 改 变 
的 ， 惯性 力 系 的 主 舌 Fw 随时 间 而 发 生 周期 性 的 变化 ， 使 轴承 动 约束 反 力 的 大 小 和 方向 也 
随时 间 发 生 周期 性 的 变化 ， 这 势必 引起 机 器 的 振动 和 碾 声 ， 同样 加 速 轴承 的 磨损 和 破坏 。 
所 以 对 于 高 速 旋转 的 物体 而 引起 的 动 反 力 必须 予以 足够 的 重视 ， 尽 量 减 小 或 消除 偏心 距 。 
为 了 消除 轴承 上 的 附加 动 反 力 ， 必 须 也 只 需 转 轴 通 过 刚体 的 质心 C， 通 过 质心 的 惯性 主轴 
称 为 中 心 惯性 主轴 。 要 使 定 轴 转 动 刚 体 的 轴承 不 受 附加 动 反 力 的 作用 ， 只 需 转 动 轴 是 刚体 
的 中 心 惯性 主轴 。 

【 例 13-5】 均 质 深 子 质量 m 二 20kg， 被 水 平 绳 拉 着 在 水 平面 上 作 纯 滚动 。 绳 子 跨 过 
滑轮 B 而 在 另 一 端 系 有 质量 mr, 二 10kg 的 重 物 A， 如 图 13. 12(a) 所 示 。 求 深 子 中 心 O 的 加 
速度 。 滑 轮 和 绳 的 质量 都 忽略 不 计 。 

解 : 设 深 子 的 角 加 速度 为 e， 方向 为 顺 时 针 转 向 。 分 别 取 滚 子 和 重 物 为 研究 对 象 ， 深 子 
和 重 物 承 受 的 真实 的 力 并 加 上 惯性 力 如 图 13. 12(b) 和 图 13. 12(c) 所 示 。 其 中 Fi 二 mao 二 mre， 


Mo= 六 me 本 i 二 man 二 2mre， 按 照 达 朗 贝 尔 原 理 列 平衡 方程 。 


深 子 O 的 平衡 方程 有 
EM(F)=0 Fr。2r 十 Fi。r 十 Mio 王 0 (a) 
重 物 A 的 平衡 方程 有 
























































EF,=0 Fi+Fn—mg=0 (b) 
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€ 
/ CE Ft 
Fi 
4 
mig 
| Fs 
Fy 
全 中 (0) 


图 13.12 例 13-5 图 


其 中 ，Fr 一 FE ， 将 惯性 力 的 表达 式 代 入 式 (a) 、(b)， 并 联 立 求解 , 可 得 
dm Eg > 
Bm+8m rr 




















这 样 ， 滚 子 中 心 O 的 加 速度 为 





dm 
3m++8m 


【 例 13-6】 均 质 圆 盘 O， 质量 m 二 20kg，。 单 和 汪 0.45m， 有 一 长 /二 1. 2m， 质 量 为 
mi 三 10kg 的 均 质 直 杆 AB 铵 接 在 圆 盘 边 缘 的 从 泪 ， 如 图 13. 13(a) 所 示 。 设 圆 盘 上 有 一 力 
偶 矩 M 王 20N。m 的 力 偶 作 用 。 求 在 刘 妈 运动 (。= 0) 时 : (1) 圆 盘 和 杆 的 角 加 速度 ;2) 轴 
承 O 点 的 约束 反 力 。 Cs et 

解 : 设 办 和 村 的 角 加 速 这 分 别 为 和 取 杆 为 研究 对 象 ， 杆 承受 的 真实 的 力 并 加 
上 惯性 力 ， 如 图 13. 13( 如 所 示 ， 其 中 Fr 二 ma 二 济 ( 训 十 子 e: ] Mr 一 二 wm Fes。 按照 
达 朗 贝尔 原理 列 平衡 方程 > 





Wi 











PMA(F)=0 “人 Fex 二 一 Me=0 (a) 





图 13.13 例 13-6 图 


取 整 体 为 研究 对 象 ， 承 受 真 实 的 力 并 加 上 惯性 力 ， 如 图 13. 13(b) 所 示 ， 其 中 Mw 一 去 
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me 。 按 照 达 朗 贝尔 原理 列 平衡 方程 有 
了 Mo(CP)=0 Fex{r+ $) Mie—Mw+M=0 Cb) 
将 以 上 惯性 力 表达 式 及 各 量 的 数值 代入 后 ， 联 立 求解 式 (a)、 式 (b), 得 
eX7. 9rad/s:, eT—4.44rad/s’ 
由 F, 二 0， 即 Fo, 一 Fic 二 0， 解 得 轴承 O 水 平方 向 的 约束 反 力 


Fu =Fic =m (te )=8. 91N 


由 2F, 二 0， 即 Fo 一 mg 一 mg 二 0， 解 得 轴承 O 垂直 方向 的 约束 反 力 
Fo,=mg+mg=294N 














小 结 从 入 


\ 
”> 


全 二， 举动 力学 问题 杰 成 力学 
题 ， 然 后 应 学 列 平衡 方程 来 解决 动力 学 问题 。 达 朗 贝 尔 原理 又 称 动静 法 。 该 原理 是 
来 角质 点 所 点 末 学 是 的 关 广汉 区 训 友 有 和 相克 到 扩 有 和 问题 
中 得 到 广泛 应 用 。 

本 章 要 求 掌 握 惯 性 力 的 概念 ， 理解 质点 条 质 所 系 的 达 妆 贝尔 原理 ， 重点 是 将 刚体 作为 
一 个 质点 系 ， 其 惯性 力 的 简化 要 依据 刚体 作 平 动 、 定 轴 转 多 开平 国运 动 三 种 情况 而 有 不 同 





















































的 处 理 方法 。 xX、 <| 
动 部 法 极 大 地 简化 了 对 动 有 学 问题 的 分 析 处 再， 因此 宕 开 程 上 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 
X 本 \ WK 
从 二 及 
一 、 是 非 种 (站 确 的 在 括号 内 打 “V”， 错 误 的 打 “X”) 
1. 凡是 运动 的 质点 都 具有 惯性 力 。 《 ) 
2. 一 质点 系 用 动静 法 所 列 出 的 平衡 方程 ， 相 当 于 质心 运动 定理 和 动量 矩 定理 的 联合 
应 用 。 ( ) 
3. 不 论 刚体 作 何 种 运动 ， 其 惯性 力 系 向 一 点 简化 的 主 矢 都 等 于 刚体 的 质量 与 其 质心 
加 速度 的 乘积 ， 方 向 与 质心 加 速度 的 方向 相反 。 ( ) 











4. 只 有 转轴 通过 质心 ， 则 定 轴 转动 刚体 的 轴承 上 才 一 定 不 受 附 加 动 反 力 的 作 











( ) 
5. 应 用 动静 法 ， 对 静止 的 质点 都 不 需要 增加 惯性 力 ， 而 对 运动 的 质点 都 需要 增加 惯 























性 为 5 ( ) 
6. 作 瞬 时 平 动 的 刚体 ， 在 该 瞬时 其 惯性 力 系 向 质心 简化 的 主 矩 必 为 零 。 ( 和 
7. 平面 运动 刚体 上 的 惯性 力 系 如 果 有 合力 ， 则 必 作 用 在 刚体 的 质心 上 。 ( ; 
二 、 填空 题 
1. 质点 惯性 力 的 大 小 等 于 质点 的 和 的 乘积 。 











2. 把 动力 学 问题 在 形式 上 变 为 静 力学 问题 的 求解 方法 ， 称 为 
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3， 两 根 长 度 均 为 /， 质 量 均 为 m 的 均 质 细 杆 AB、BC， 在 B 处 贸 接 在 一 起 。 杆 AB 可 
绕 中 心 0 转动， 如 图 13. 14 所 示 。 当 三 点 A、B、C 在 同一 水 平 直线 上 ， 由 此 位 置 在 重力 
作用 下 开始 运动 时 , 杆 AB 的 角 加 速度 比 杆 BC 的 角 加 速度 
4. 均 质 细 杆 AB 的 质量 为 m, 长 为 L， 置 于 水 平 位 置 ， 如 图 13. 15 所 示 。 若 在 强 BC 

















突然 剪断 ， 瞬 时 角 加 速度 为 s， 则 杆 上 各 点 惯性 力 的 合力 大 小 为 ， 方 向 为 
， 作 用 点 的 位 置 在 杆 的 处 。 





4 0 B 可 
A &, A 
图 13.14 题 二 (3) 图 图 13.15 题 二 (4) 图 


5， 如 图 13. 16 所 示 的 质量 力 二 1kg， 长 上 二 1m 的 均 质 纺 杆 OA 在 铺 直 面 内 绕 其 一 端 O 
转动 ， 其 转动 规律 为 p==! 一 22 ，: 以 秒 计 ，9p 以 rad 计 作 则 z=1s 时 ,该 杆 的 惯性 力 系 向 点 





O 简化 的 主 和 撩 的 大 小 为 ， 主 矩 的 大 小 为 习 

6. 如 图 13. 17 所 示 均 质 圆 盘 的 质量 为 刀 : 半 答 为 r-， 在 水 平 直线 轨道 上 作 纯 滚动 。 若 
圆 盘 中 心 C 的 加 速度 为 ac， 则 圆 盘 的 惯性 力 疝 盘 质心 C 简化 的 主 矢 的 大 小 为 
主 矩 的 大 小 为 he x 





x 


$7 全 





图 13.16 题 二 (5) 图 图 13.17 题 二 (6) 图 


三 、 选 择 题 
1. 如 图 13. 18 所 示 四 种 情况 ， 惯 性 力 系 的 简化 只 有 ( ) 图 正确 。 





A 


je 


le 


) 





(a) (a) 


图 13.18 题 三 (1) 图 
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2. 四 个 具有 村 ， 分 别 按 图 13. 19(a) 、(b) 、(c) 、(d) 运动 ， 其 中 惯性 力 
为 Fn 二 一 mgj 的 图 是 ( ， 其 中 j 表 示 y 轴 的 单位 矢量 。 

















13. 19 题 三 (2) 图 





3. 已 知 曲柄 OA -2 OUB，OA = r， 转动 角速度 和 角 加 速度 分 别 为 和 se， 如 图 13. 20 所 


示 。ABCD 为 一 弯 杆 ， 质 量 为 m 的 滑 块 已 可 沿 杆 CD 运动 ， ROE/AB MH, 此 滑 块 
E 的 惯性 力 大 小 了 应 为 ( )。 

















A，Fm 一 二 or(3e 二 VS ) 





"AX 
人 Fin= 记 mr (Be tw:) KY Bb. Fir=0 


4. 重量 为 0 的 均 质 团 轮 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 、 不 共 线 的 两 个 水 平 力 Fl 和 F, 作 
用 ， 如 图 13. 21 所 示 。 才 地 国 疙 和 而 加 办 质心 作 ( > 
x B. 匀速 直线 运动 
C. 匀 必 匀 加 速 面 线 运动 
5. 定 轴 转 动 刚体 在 下 述 情况 下 ， 其 转轴 是 中 让 种 性 主轴 的 情况 是 ( 。。 )。 
和 .惯性 力 条 向 转轴 上 一 点 简化 ， 只 有 主 短 
B， 惯性 力 订 向 刚体 上 但 不 在 转轴 上 坚 一 点 简化 ， 只 有 主 拓 
( 
D 





> 惯性 力 系 向 转轴 上 某 一 点 简化 ， 只 有 主 矢 
惯性 力 系 向 刚体 上 不 在 转轴 上 的 某 一 点 简化 ， 只 有 主 矩 ， 且 主 矩 与 转轴 平行 








图 13.20 题 三 (3) 图 图 13.21 题 三 (4) 图 
6. 刚体 作 定 轴 转动 时 ， 附 加 动 约束 力 为 零 的 必要 与 充分 条 件 是 (。 ) 


A. 刚体 质心 位 于 转动 轴 上 
B. 刚体 有 质量 对 称 面 ,转动 轴 与 对 称 面 垂直 
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C. 转动 轴 是 中 心 惯 性 主轴 
D. 刚体 有 质量 对 称 面 ， 转 动 轴 与 对 称 面 成 一 个 适当 的 角度 
7. 长 度 为 / 的 无 重 杆 OA 与 质量 为 mw、 长 为 21 的 均 质 杆 AB 在 A 端 垂直 固 接 ， 可 绕 
轴 O 〇 转动 ， 如 图 13. 22 所 示 。 假 设 在 图 示 瞬 时 ， 角 速度 w 二 0， 角 加 速度 为 e， 则 此 瞬时 
AB 杆 惯性 力 系 简化 的 主 矢 Fe 的 大 小 和 主 矩 Mio 的 大 小 分 别 为 ( ) 


A，F 一 mle( 作 用 于 点 O) ， Mo 一 了 mls 




















B，F 一 VZomle( 作 用 于 点 A)，Mo 一 全 mle 


C.Fir 二 V2mle( 作 用 于 点 O) ， Mo 一 二 ml 





D， Fw 一/3mle( 作 用 于 点 C)， Mw 一 了 mle 入 


8， 如 图 13. 23 所 示 ， 用 小 车 运送 货 箱 。 已 知 货 箱 宽 6<ifi\、 高 1 一 2m， 可 视 为 均 质 长 
方 体 。 货 箱 与 小 车 间 的 静摩擦 因数 败 一 0. 35， 为 了 安全 运送 ， 则 小 车 的 最 大 加 速度 应 为 








A. 0.35g B. 0.2g C. Wi D. 0.4g 





”图 13.22 题 =(7) 图 图 13.23 题 三 (8) 图 


9. 均 质 圆 盘 作 定 轴 转 动 ， 图 13. 24 (a) 、(c) 的 转动 角速度 为 常数 (w 一 C) ， 而 图 13. 24 
(b)、(d) 的 角速度 不 为 常数 (w 取 C)， 则 惯性 力 系 简化 的 结果 为 平衡 力 系 的 是 ( ) 








13.24 题 三 (9) 图 


四 、 计 算 题 


1. 均 质 圆 盘 半 径 为 ~， 重量 为 P， 从 静止 开始 沿 斜 面 作 纯 滚 动 ， 如 图 13. 25 所 示 。 不 
计 滚 动 摩擦 力 ， 求 轮 心 的 加 速度 (已 知 斜面 倾角 为 a) 。 
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2. 如 图 13. 26 所 示 ， 滑轮 重量 为 W， 可 视 为 均 质 圆 盘 。 轮 上 绕 以 细 强 ， 强 的 一 端 固 
定 在 A 点 , 求 滑轮 下 降 时 轮 心 C 的 加 速度 和 绳子 的 拉力 。 





图 13.25 题 四 (1) 图 图 13. 26 题 四 (2) 图 


:如 图 13. 27 所 示 为 一 半径 为 R、 重 为 8 的 均 质 圆 轮 六 “其 轮 必 C 处 系 一 细 绳 绕 过 滑 
wo, 绳 的 另 一 端 系 一 重量 为 己 的 重 物 ， 轮子 在 水 平面 上 作 纯 滚动 ， 不 计 滑轮 的 质量 。 试 
求 : (1) 轮 心 C 的 加 速度 ; (2) 轮子 与 地 面 间 的 摩擦 为 2 一 
4. 均 质 圆柱 重 其 为 P， 半 径 为 R， 在 常 力 态 作 用 下 沿 水 平面 作 纯 滚动 ， 如 图 13. 28 所 
示 。 求 轮 心 的 加 速度 以 及 地 面 的 约束 反 力 。 1XX 、 








图 13.27 题 四 (3) 图 图 13.28 题 四 (4) 图 


5. 两 细 长 均 质 直 杆 互 成 直角 地 固 连 在 一 起 ， 其 顶点 O 
与 铅 垂 轴 以 铵 链 相 连 ， 此 轴 以 匀 角 速度 w 转动 ， 如 图 13. 29 
所 示 。 求 长 为 a 的 杆 离 铅 垂 线 的 偏 角 p 与 w 间 的 关系 。 

6. 质量 m= 二 10kg 的 均 质 杆 ， 用 三 根 绳子 吊 住 ， 尺 寸 如 
图 13. 30 所 示 。 求 当 绳子 AC 突然 断裂 时 , 强 AD、BE 的 
拉力 。 

7. 曲柄 滑 道 机 构 如 图 13. 31 所 示 , 已 知 圆 轮 半 径 为 x， 
对 转轴 的 转动 惯量 为 J， 轮 上 作用 一 不 变 的 力 偶 M， 滑 槽 
ABD 的 质量 为 m，, 不计 摩擦 力 。 试 求 圆 轮 的 转动 微分 
方程 。 

8. 如 图 13. 32 所 示 的 曲柄 OA 的 质量 为 mi ， 长 为 >， 以 等 角速度 w 绕 水 平 的 O 轴 逆 
时 针 方 向 转动 。 曲 柄 的 A 端 推 动 水 平板 B， 使 质量 为 m; 的 滑 块 C 沿 铅 直方 向 运动 。 不 计 
摩擦 力 ， 求 当 曲 柄 与 水 平方 向 夹 角 为 30" 时 的 力 偶 矩 M 以 及 轴承 O 的 反 力 。 























图 13. 29 题 四 (5) 图 
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上 0 
[Da 
图 13.30 题 四 (6) 图 图 13.31 题 四 (7) 图 
9. 在 如 图 13. 33 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 中 ,半径 R= 
0. 2m， 以 不 变 的 速度 w= 二 10xrad/s 绕 O 轴 转动 ， 连 杆 长 /= 3 E 
上 [24 


0. 5m， 其 质量 ms 二 4kg， 滑 块 质量 mw 二 5kg， 求 8 二 0" 和 ， 
PB 二 180" 时 ， 连 杆 AB 所 受 的 反 力 。 








10. 在 如 图 13. 34 所 示 的 机 构 中 ， 各 杆 单位 长 度 的 质量 M 
为 m， 圆 盘 在 铅 直 平面 内 做 匀速 转动 ， 角 速度 为 io) 求 在 图 。 
示 位 置 时 ,作用 于 AB 杆 上 A 点 和 B 点 的 反 为 大 泵 ， 尺寸 如 o N 
图 13. 34 所 示 。 \ 

11. 均 质 长 方形 板 ABDE 的 质量 涛 训 ; 边 长 AB 一 20， 图 13.32 题 四 (8) 图 


AE=0， 用 两 根 等 长 细 强 OA 各 ;B 刷 在 水 平 固定 E 板 让 
如 图 13. 35 所 示 。 若 在 静止 状态 突然 剪断 细 强 0, B， ) 试 求 议 甩 时 质 i 心 C 的 加 速度 ac 和 强 
OA 的 拉力 下 的 大 小 。 2 





图 13.33 题 四 (9) 图 图 13.34 题 四 (10) 图 


12. 两 根 相同 的 均 质 杆 OA 和 AB 的 质量 各 为 ,长 度 为 !， 以 铵 链 A 连接 ， 左 端 为 
固定 贸 链 支 座 O。 求 该 系统 在 如 图 13. 36 所 示 的 水 平 位 置 由 静止 开始 运动 的 瞬时 ， 杆 OA 
和 AB 的 角 加 速度 以 及 铵 链 支 座 O 的 约束 反 力 。 














4A 2» 8 
| l | 
b 
测 2 “a ) ) 
图 13.35 题 四 (11) 图 图 13.36 ” 题 四 (12) 图 
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虚 位 移 原理 
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缚 -本 闽 致 学 要 点 
知识 要 点 掌握 程度 相关 知识 
基本 概念 掌握 理想 约 来 只 虑 位移 和 庶 功 的 亲生 着: 产品 过 蒜 


基本 概念 





庶 位 移 原 理 





掌握 虚 丛 移 原 理 的 应 用 





动能 定理 
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基 且 亲人 


虚 位 移 原 理 是 力学 中 的 一 个 重要 原理 ,应 用 很 广 。 它 不 仅 是 求解 平衡 问题 的 普遍 法 
则 ， 而且 和 达 朗 贝尔 原理 结合 起 来 得 到 动力 学 普遍 方程 ， 又 为 解决 动力 学 问题 提供 了 一 
个 普遍 原理 。 因 此 虚 位 移 原理 是 求解 静 力 平衡 问题 的 普遍 而 有 效 的 方法 ， 也 是 分 析 力 学 
的 基础 。 虚 位 移 原理 用 分 析 的 方法 建立 了 非 自 由 质点 系 平衡 的 必要 充分 条 件 ， 是 静 力学 
普遍 原理 。 学 完 本 章 后 ,我 们 可 以 对 日 常生 活 或 者 工程 机 构 中 各 力 之 间 的 关系 进行 分 
析 。 例 如 ， 可 以 分 析 吸 水 拖把 在 挤 水 时 拉力 和 阻力 之 间 的 关系 ,滑轮 提升 装置 重 物 和 人 
的 推力 之 间 的 关系 ， 也 可 以 分 析 下 面 各 图 所 示 的 机 械 装 置 中 压 紧 力 和 作用 于 手柄 的 力 之 
间 的 关系 。 当 然 为 了 满足 某 种 要 求 ， 我 们 也 可 以 设计 一 些 常 用 的 机 构 。 下 面 将 首先 介绍 
虚 位 移 原理 涉及 的 几 个 基本 概念 然后 叙述 虚 位 移 原理 及 其 应 用 地 





四 连 杆 压榨 机 


14. 1 约束 质点 系 自由 度 和 广义 坐标 


在 工程 实际 中 ,特别 是 解决 一 些 复杂 的 机 构 或 结构 的 平衡 问题 时 ,不 必 像 几何 静 力 学 
那样 求解 一 系列 的 联 立方 程 组 ， 而 是 根据 具体 的 要 求 建立 方程 ， 使 那些 未 知 的 但 不 需要 求 
出 的 约束 反 力 不 在 方程 中 出 现 ， 从 而 使 繁 宛 的 运算 过 程 得 到 很 大 简化 。 这 个 原理 不 但 能 够 
We mi dy 而 且 结合 第 13 章 所 述 的 达 朗 贝尔 原理 还 能 建立 

形式 的 动力 学 方程 。 本 章 只 介绍 虚 位 移 原理 及 其 工程 应 用 ， 而 不 按 分 析 力 学 的 体系 追 
ee 


14.1.1 约束 及 其 分 类 
从 静 力学 的 角度 看 ， 约 束 体现 为 约束 和 被 约束 物体 之 间 的 相互 作用 。 而 从 运动 学 的 角 
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度 看 ， 约 束 体现 为 限制 质点 或 质点 系 运 动 的 条 件 。 

在 工程 中 所 处 理 的 质点 系 通常 是 非 自由 的 ， 质 点 系 中 各 质点 的 运动 必须 服从 某 些 预先 
规定 的 限制 条 件 。 这 些 限制 条 件 称 为 约束 。 其 数学 表达 式 称 为 约 东 方程。 根据 不 同 的 角 
度 ， 可 将 约束 分 为 如 下 几 类 。 

1. 几何 约束 和 运动 约束 

只 限制 质点 或 质点 系 在 空间 几何 位 置 的 条 件 称 为 几何 约束 。 其 约束 方程 一 般 可 写 为 
flr)==0 或 f(r;, 4t)==0(i 二 1，2，3)， 如 图 14. 1 所 示 的 滑 块 ， 滑 块 由 于 受到 滑 道 的 约束 
而 只 能 沿 滑 道 运动 ， 其 约束 方程 为 y= 二 0; 如 图 14. 2 所 示 的 小 球 M 用 轻 质 杆 连接 ， 小 球 在 
ee 只 能 在 垂直 面 内 作 圆 周 运动 ， 其 约束 方程 为 xz? 十 y* 王 1。 

在 力学 中 ， 除 几何 约束 条 件 外 ， 还 有 限制 质点 或 质点 系 运动 情况 的 运动 学 条 件 ， 称 为 
运动 约束 。 其 约束 方程 - 般 可 写 为 fr， 六) 一 0 或 fn， 六 ,OO 如 在 水 平面 上 作 纯 滚 
动 的 车 轮 的 运动 ， 如 图 14. 3 所 示 ， 其 运动 约束 方程 为 ) 

2 定常 约 来 和 非 定常 约束 , 

以 上 两 例 中 ,约束 都 不 随时 间 而 变 ， 故 约束 方程 中 不 合 时 间 1， 这 种 约束 称 为 定常 约 
束 。 其 约束 方程 一 - 般 可 记 为 f(x) 二 0 或 f(ri， 汶 ,) 二 0。 如 果 约 东 随 时间 而 变 ， 因 而 约束 方 
程 中 显 含 时 间 上 ， 这 种 约束 称 为 非 定常 约束 。 其 约束 方程 一 般 可 记 为 fr， =0 或 (nm， 
六 ，1) 二 0。 例 如 ， 将 绳子 的 上 端 罕 过 小 区 0， 下 端 系 一 小 球 ， 如 图 14. 4 所 示 。 设 初 瞬时 
小 球 与 小 环 O 的 距离 为 /,， 今 以 久违 度 v 拉动 绳子 ， JI 在 任 ~ 瞬时 上， 小 球 与 小 环 的 距离 
为 /= 一 vt， 于 是 约束 程 站 




















Ne 本 (14-1) 





图 14.3 车 轮 在 水 平面 上 的 滚动 图 14.4 小 球 在 绳子 约束 下 运动 
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14.1.2 质点 系 的 自由 度 和 广义 坐标 


一 个 自由 质点 在 空间 的 位 和 置 须 用 三 个 独立 坐标 来 确定 。 设 有 由 个 质点 组 成 的 质点 
系 ， 其 中 每 个 质点 都 是 自由 的 ， 则 确定 该 质点 系 位 置 的 3n 个 坐标 都 是 独立 的 。 

对 一 个 非 自由 质点 系 来 说 ， 由 于 受到 约束 ， 质 点 系 中 各 质点 的 位 置 坐标 因 需 满足 几何 
约束 条 件 ， 故 不 是 完全 独立 的 。 一 般 对 于 由 nn 个 质点 组 成 的 质点 系 ， 受 到 * 个 几何 约束 ， 
则 确定 质点 系 位 置 的 3n 个 坐标 只 有 k= 二 3n 一 s 个 是 独立 的 ， 即 给 定 & 个 坐标 ， 质 点 系 的 位 
区 就 可 完全 确定 。 

完全 确定 系统 位 置 所 需 独 立 坐 标的 数目 & 被 称 为 系统 的 自由 度 。 例 如 图 14.5 所 示 的 
柄 连 杆 机 构 ， 确 定 系统 的 位 置 共有 四 个 坐标 ， 即 za。、ya、zs 和 ys， 但 各 坐标 需 满足 三 
个 约束 方程 ， 即 


























承 十 状 = 产 ， (za 一 zh 十 (6 一 yiACS (14-2) 
因此 ,该 系统 只 有 一 个 坐标 是 独立 的 ， 此 时 质点 系 具 及 个 自由 度 。 
又 如 图 14. 6 所 示 的 双 锤 摆 在 Oxy 平面 内 运动 ， 该 系统 的 位 置 需 四 个 坐标 zh、 
ww、zm 和 ay， 但 系统 共有 两 个 约束 方程 即 
z= (ran NO — ya): = (14-3) 
因此 ， 系 统 只 有 两 个 坐标 是 独立 的 ,, 此 时 质点 系 具有 两 个 自由 度 。 











图 14.5 曲柄 连 杆 机 构 图 14.6 双 锤 摆 


通过 上 面 的 分 析 可 知 ， 在 通常 情况 下 ， 可 用 各 质点 的 坐标 来 确定 一 个 系统 的 位 置 。 但 
当 质点 系 的 质点 和 约束 条 件 都 较 多 时 ， 为 方便 起 见 ， 可 以 适当 选择 和 自由 度数 相等 数量 的 
其 他 独立 变量 来 确定 系统 的 位 置 。 例 如 ， 可 以 用 g 来 确定 如 图 14.5 所 示 的 系统 的 位 置 ， 
9 和 y 来 确定 如 图 14. 6 所 示 系 统 的 位 置 。 这 些 确定 系统 位 置 的 独立 变量 称 为 广义 坐标 。 




















14.2 虚 位 移 、 虚 功 及 理想 约束 


14.2.1 虚 位 移 


在 静 平衡 问题 中 ， 质 点 系 中 各 质点 都 是 静止 不 动 的 。 可 设想 在 约束 允许 的 条 件 下 ， 给 

某 质 点 一 个 任意 的 、 极其 短小 的 位 移 。 例如 ， 如 图 14.7 所 示 的 质点 M 受到 固定 曲面 的 约 
束 ， 质点 沿 曲 面 的 法 线 方向 n 的 位 移 将 受到 限制 ,但 在 不 破坏 约束 的 情况 下 ， 却 容许 质点 
沿 所 在 位 置 切面 上 的 任意 方向 发 生 无 限 小 的 位 移 Gr。 又 如 图 14. 8 所 示 的 曲柄 连 杆 机 构 ， 
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-更 _=er- 
在 某 位 置 上 ， 容 许 质点 A 沿 垂直 于 OA 方向 有 无 限 小 的 位 移 sr， 容许 质点 B 沿 滑 道 方向 
有 无 限 小 的 位 移 6rs。 上 述 例子 中 的 祝 、9rs、Grs 都 是 约束 条 件 允 许 的 、 可 能 实现 的 任意 
无 限 小 的 位 移 。 在 某 瞬 时 ， 质 点 系 在 约束 允许 的 条 件 下 ， 可 能 实现 的 任意 无 限 小 的 位 移 ， 
称 为 虚 位 移 ， 又 称 可 能 位 移 。 虚 位 移 可 以 是 线 位 移 ， 也 可 以 是 角 位 移 。 虚 位 移 不 同 于 真实 
的 微小 位 移 ， 所 以 用 6z、69p 和 6r 等 表示 ， 而 不 能 用 dr 表示 。8 是 变 分 符号 ， 它 表示 变量 
2z、9 和 vr 的 无 限 小 “变更 "， 即 此 位 移 并 未 发 生 ， 而 是 假想 的 虚设 位 移 。 


图 14.7 M 受到 固定 曲面 的 约束 虚 位 移 _ 图 14.8 曲柄 连 杆 机 构 的 虚 位 移 


值得 一 提 的 是 ， 虚 位 移 必须 指明 给 定 的 瞬时 立即 必须 指明 质点 或 质点 系 所 处 的 位 置 。 
事实 上 ， 在 不 同 瞬 时 或 不 同位 置 ， 质 点 或 质点 系 的 虑 位移 是 不 同 的 。 其 次 ， 虚 位 移 必须 为 
约束 所 允许 ， 即 满足 约束 方程 。 此 外 ， 虚 位 移 是 无 限 小 的 位 移 ， 而 不 是 有 限 位 移 。 由 于 任 
何 为 约束 所 容许 的 无 限 小 的 位 移 都 是 旭 位 移 ，、 因 此 ， 虚 位 移 可 能 不 止 一 个 ， 如 图 14.7 所 
示 的 质点 M 所 在 位 置 切面 上 任何 -个 无 限 小 位 移 Gr 都 是 质点 M 的 虚 位 移 。 


14.2.2 虚 功 


设 某 质点 受 力 FF 质点 的 虚 位 移 为 Sr ， 则 办 在 虚 位 移 8r 上 所 做 的 功 称 为 虚 功 ， 用 
6W 表示 , 即 、 人 人 :人 
入 > WEF . (14-4) 
本 书 中 ， 虚 功 和 实 位 移 的 元 功 虽然 采用 同一 符号 65W， 但 它们 之 间 有 本 质 的 区 别 。 因 
为 虚 位 移 是 假想 的 ， 不 是 真实 发 生 的 ， 因 而 虚 功 也 是 假想 的 ， 是 虚 的 。 


14. 2.3 理想 约束 


如 果 在 质点 系 的 任何 虚 位 移 中 ,所 有 约束 反 力 在 虚 位 移 上 所 做 虚 功 之 和 为 零 ， 称 这 样 
的 约束 为 理想 约束 。 若 以 Fs 表示 作用 于 某 质 点 的 约 东 反 力 ，0Y; 表 示 该 质点 的 虚 位 移 ， 
Wn 表示 该 约束 反 力 在 虚 位 移 上 做 的 功 ， 则 理想 约束 可 以 用 公式 表示 为 

SWs= YF or,=0 (14-5) 
- 般 来 说 ,不 计 摩 擦 的 约束 都 属于 理想 约束 。 例如， 光滑 固定 面 约束 、 光 滑 圆 柱 久 
链 、 不 可 伸 长 的 绳索 、 固 定 端 约束 等 都 属于 理想 约束 。 




















14.3 质点 系 的 虚 位 移 原理 


虚 位 移 原理 可 陈述 如 下 : 对 具有 理想 约束 的 质点 系 ， 在 某 一 位 置 处 于 平衡 的 充 要 条 件 
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是 所 有 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 ， 在 该 位 置 的 任何 虚 位 移 中 所 做 的 虚 功 之 和 等 于 零 ， 即 
2>8Wr 二 0 或 >F,* or,=0 (14-6) 

式 中 ,下 ,为 作用 于 质点 系 中 第 i 个 质点 的 主动 力 ，i; 为 第 i 个 质点 的 虚 位 移 。 式 (14 -6) 
的 解析 表达 式 为 








卫 (Fubzri 十 Fu6y, 十 FJ6z,) 一 0 (14-7) 
式 中 ，F。 、 下 ;为 主动 力 F,; 在 三 个 坐标 轴 上 的 投影 ，6x;、6y;、6x; 为 虚 位 移 67,; 在 
ei 
下 面 证 明 虚 位 移 原 理 。 





1. 错位 移 原理 必要 性 的 证 明 
设 质 点 系 处 于 平衡 状态 ,证 明 作用 于 质点 系 上 所 有 主动 力 在 任 一 虚 位 移 上 所 做 虚 功 之 


和 等 于 零 ， 即 长 入 
ToW: =0 
设 mw 是 质点 系 中 任意 一 点 ， 作 用 在 质点 mi Pe 和 约束 力 Fs。 因 为 质 
点 系 平衡 ， 所 以 该 质点 满足 ,六 :一 
FA+TEv=dA 人、 


给 质点 系 任意 一 组 虚 位 移 ， 质 点 wm 的 虚 人 袍 为 67,， 如 图 14. 9 所 
示 ， 则 F, 和 Fw 所 做 的 虚 功 之 和 必 等 于 零 “一 、 
Ws 十 8WN 一 (了 人 -六 一 0 





M 
对 于 质点 系 每 一 个 质点 都 能 写 出 这 样 一 -个 等 式 ， 将 每 个 等 戒 必 加 得 
DoWr: + DW FN YSr 十 了 Fw 。 300 Fy 
对 于 理想 约束 ， 约束 反 力 在 天 位 移 中 所 做 的 虚 功 之 和 为 汪 。 即 图 14.9 点 的 虚 位 移 
‘Saw =EN, 5rn=ONC 人 


因而 有 < 关 
\ | .8 当 0 或 了 Ws=0 





& 座位 移 乱 进 充 分 性 的 证 明 

设 所 有 作用 于 系统 上 的 主动 力 在 任 一 虚 位 移 上 的 虚 功 之 和 等 于 零 ， 即 8Wr 二 0。 证 
明 系 统 处 于 平衡 。 下 面 采用 反 证 法 证 明 虚 位 移 原理 的 充分 性 。 

设 质点 系 在 所 有 力 的 作用 下 不 能 平衡 ， 不妨 假设 mmr 是 质点 系 中 某 些 由 静止 进入 运动 
状态 的 质点 中 的 一 点 ， 则 作用 在 质点 m; 上 的 主动 力 F; 和 约束 力 Fx 必定 有 一 合力 Fs， 如 
图 14. 10 所 示 。 质 点 mi re nde dr ， 方 向 与 Fk 相同 ,在 定常 约束 
下 ， 实 位 移 是 虚 位 移 中 的 一 个 ， 仍 然 可 以 用 67, 表示 。 这 时 Fk 所 做 的 功 为 
SWF 十 SWN 一 Fe * 6r,>0 


Fm 对 于 质点 系 内 每 一 个 进入 运动 状态 的 质点 都 可 以 写 出 这 样 
一 个 不 等 式 ， 而 对 于 质点 系 中 ,那些 静止 的 每 一 个 质点 都 可 以 
' 刁 fj， 写 出 这 样 一 个 等 式 
OWE+OWy=(F,+Fy) sr 一 0 
图 14 10 座位 移 原理 将 这 些 所 有 等 式 和 不 等 式 相 加 得 到 
充分 性 的 证 明 EeWs+ EeWs>0 


对 于 理想 约束 ， 有 
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ZWx=0 
将 其 代入 上 式 得 出 
乙 SWr 二 0 

这 个 结果 与 假设 了 93Wi 一 0 相 矛盾 。 而 这 个 矛盾 是 因为 假设 质点 系 在 所 有 力 的 作用 下 
不 能 平衡 而 产生 的 ， 所 以 质点 系 必须 平衡 。 

应 该 指出 ， 虽 然 虚 位 移 原理 是 在 理想 约束 条 件 下 给 出 的 ， 但 该 原理 也 可 以 应 用 于 有 摩 
擦 的 情况 ， 只 要 把 摩擦 力 处 理 成 主动 力 ， 在 虚 功 方程 中 计 入 摩擦 力 所 做 的 虚 功 即 可 。 

【 例 14- 1】〗 如 图 14. 11 所 示 的 平面 结构 ,，AB=r，BC==a,CD=b。 在 AB 杆 上 作用 
一 力 偶 M，C 点 作用 一 水 平 力 玉 。 图 示 瞬 时 0 一 60"，BC 杆 处 于 水 平 位 置 ，CD 杆 处 于 铅 重 
位 置 。 各 杆 的 质量 及 饮 链 的 摩擦 均 不 计 。 求 力 偶 M 与 的 关系 。 

解 :以 整个 系统 为 研究 对 象 ， 若 忽略 各 匀 链 的 摩擦 ， 则 
约束 是 理想 约束 。 作 用 于 系统 上 的 主动 力 为 AB 杆 上 作 
力 偶 M，C 点 作用 一 水 平 力 R 给 系统 以 虚 位 移 ， 设 AB 杆 按 
力 偶 M 的 转向 转 过 极 小 的 角 680， 于 是 水 平 力 的 作用 点 C 得 
到 向 右 的 位 移 6re。 /下 
计算 所 有 主动 为 在 虚 位 移 中 所 作 虚 功 的 和 ， 列 出 虚 功 













































































方程 " 
图 14.11 例 14-1 图 WY 6W=Ma0 一 Fore=0 
求 得 M 与 F 的 关系 应 找 出 89 和 6rc 的 关系 。 由 于 
BC 杆 为 刚性 杆 ，B、C 两 点 的 虚 位 移 在 BC 连 线 上 的 投影 应 籽 等 ， 由 图 可 知 
? K | Orncos30°—Ore 


X 


K 


而 6rs 二 r60, 代入 上 式 ,请 NG 
、 rdbcos30 = OFc 


N dW—(M— Freos30°)80—0 
由 于 80 是 任意 的 ， 故 
M 一 Frcos30" 一 0 

解 得 
M=BF 

【 例 14-2】 机 构 如 图 14. 12(a) 所 示 。 曲 柄 OA 上 作用 一 力 偶 ， 其 力 偶 和 矩 为 M， 滑 块 
DD 上 作 水 平 力 F。 各 杆 的 质量 及 各 处 的 摩擦 均 不 计 ， 求 机 构 在 图 示 位 置 平衡 时 M 与 下 
的 关系 。 

解 : 以 整个 系统 为 研究 对 象 ， 若 忽略 各 处 的 摩擦 。 则 约束 是 理想 约束 。 作 用 于 系统 上 
的 主动 力 为 OA 杆 上 作用 一 力 偶 M, 滑 块 D 上 作用 一 水 平 力 F。 给 系统 以 虚 位 移 ， 设 OA 
杆 按 力 偶 M 的 相反 转向 转 过 极 小 的 角 sp ，A 点 的 虚 位 移 为 6ra，B 点 的 虚 位 移 为 6rs， 于 
是 水 平 力 正 的 作用 点 也 的 虚 位 移 为 Srn 。 

计算 所 有 主动 力 在 虚 位 移 中 所 做 虚 功 的 和 ， 列 出 虚 功 方程 

3W 一 一 Map 十 Fam 一 0 
为 求 得 M 与 F 的 关系 ， 应 找 出 gp 和 ro 的 关系 。 由 于 AB、BD 杆 为 刚性 杆 , A、B 
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两 点 的 虚 位 移 在 AB 连 线 上 的 投影 和 B、D 两 点 的 虚 位 移 在 BD 连 线 上 的 投影 应 分 别 相等 ， 
由 图 可 知 

















BrAcosb 一 Sracos20， 0rscos(90" 一 20) 一 Srocosb 





图 14.12 例 14-2 图 入 | 


Ce 


而 6ra 二 a6pg， 代入 上 式 ， 有 NS 
adptan20— 7) 
上 式 代入 虚 功 方程 有 有 

dW= (MHFatan20)6p=0 
由 于 gp 是 任意 的 ， 故 xX、 x 
1 , \M+Fatan20=0, (x) 
解 得 WO 
M= Fatah20, 


“14.4 用 虚 位 移 原理 求 约束 反 力 


虚 位 移 原理 虽然 建立 的 是 系统 平衡 时 主动 力 之 间 的 关系 ,但 只 要 稍 加 处 理 ， 也 可 求 约 
束 反 力 ， 这 就 是 解除 约束 求 约束 反 力 的 方法 。 和 欲求 某 一 约束 反 力 ， 可 将 该 约束 解除 ， 并 以 
相应 的 约束 反 力 代替 此 约束 ,系统 仍 平衡 。 将 此 约束 反 力 当做 主动 力 ， 给 系统 沿 此 约束 反 
力 方向 一 虚 位 移 ， 利 用 虚 位 移 原理 即 可 求 出 此 约束 反 力 。 
【 例 14-3】 如 图 14.13(a) 所 示 的 连续 梁 AOC 尺寸 如 图 所 示 ， 梁 上 作用 有 集中 力 P 
和 力 偶 M。 求 点 B 处 的 约束 反 力 。 
解 : 这 是 一 个 完全 约束 的 质点 系 。 和 欲求 点 B 处 的 约束 反 力 ， 可 以 先 解除 点 B 处 的 约 
束 ， 用 约束 反 力 Fa 代替 ， 将 Frs 视 为 主动 力 。 用 虚 位 移 原 理 求解 约束 反 力 Fa 。 
以 整个 系统 为 研究 对 象 ， 若 忽略 各 处 的 摩擦 . 则 约束 是 理想 约束 。 作 用 于 系统 上 的 主 
动力 为 点 B 处 作用 一 向 上 力 Frs， 点 O 处 作用 一 向 下 的 力 P。 杆 OD 上 作用 一 力 偶 M。 给 
系统 以 虚 位 移 ， 设 杆 AO 按 北 时 针 方向 转 过 极 小 的 角 6p，B 点 的 虚 位 移 为 6rs， 点 O 的 虚 
位 移 为 6r。， 于 是 杆 OD 按 顺 时 针 方 向 转 过 极 小 的 角 69。 

计算 所 有 主动 力 在 虚 位 移 中 所 做 虚 功 的 和 ， 列 出 虚 功 方程 
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症 一 一 一 一 一 一 一 一 
0W 一 M60 十 Fasbras 一 Poro 王 0 


为 求 得 力 Frs 的 大 小 ， 应 找 出 89、6ro、6rs 与 69 的 关系 。 由 于 杆 AO、OD 为 刚性 杆 ， 
由 图 可 知 

















6rs=adg, dro=2a6g, dro=ad0 
即 
60 一 20p， 6rs=adg, dro=2adg 


p 
M 
aA B O Cc 
D 
a a a a 
(a) 





图 14.13 例 14-3 图 1 Wo 
上 式 代入 虚 功 方程 有 LN 
6W= (2M+ Frna ~2Pa)dp=0 
由 于 6q 是 任意 的 ， 故 , 
2MF Fhsa 2Pa=0 
解 得 Se a 
? Y Fu=2P 一 2 可 
【 例 14-4】 平面 结构 如 图 14. 14(a) 所 示 由 AB 和 BC 组 成 。AB 一 BC=/。 在 AB 杆 
和 BC 杆 的 中 点 DD、 巨 上 分 别 作 用 水 平 力 P 及 铝 重力 @。 图 示 位 置 9 二 60”。 已 知 各 杆 质量 
及 饺 链 处 的 摩擦 力 均 不 计 ， 求 C 处 的 约束 为 < 








图 14.14 例 14-4 图 
解 : 这 是 一 个 完全 约束 的 质点 系 。 首 先 解除 C 处 x 方向 的 约束 ， 将 固定 铵 支 座 变 成 滑 














块 并 加 上 约束 力 F,， 如 图 14. 14(b) 所 示 。 将 ,处 理 成 主动 力 ， 用 虚 位 移 原理 求解 约束 反 
为 

以 整个 系统 为 研究 对 象 ， 若 忽略 各 处 的 摩擦 , 则 约束 是 理想 约束 。 作 用 于 系统 上 的 主 
动力 为 C 处 作用 一 向 左 的 水 平 力 F,.D 处 作用 一 向 的 右 水 平 力 P, EE 处 作用 一 向 下 的 力 
Q。 给 系统 以 虚 位 移 ， 设 杆 AB 按 逆 时 针 方向 转 过 微小 的 转角 838， 则 C、D、 巨 的 虚 位 移 可 
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通过 其 坐标 的 变 分 得 到 。 


leos0 Zsin0 
TD 一 2 ， ye= er ce 一 2Lcosb 


8zp 人 0 ye S9008 6xc=—2lsin080 








计算 所 有 主动 力 在 虚 位 移 中 所 做 虚 功 的 和 ， 列 出 虚 功 方程 
0W 一 一 F.0zc 十 Pizno 一 Qiyr 一 0 
将 C、D、 五 的 虚 位 移 表 达 式 代入 上 式 ， 可 得 











dW (2F.1sing TY Qlses0 )o0 6 
AAA 
由 于 6 是 任意 的 ， 故 伦 
XN 
2F,Lsin0 一 FY _ Qicos0_ 8) N 
,RT 
解 得 ot A 
F,—(spE /12 


然后 解除 C 处 y 方向 的 约束 。 将 固定 饮 支 座 变 成 潜 块 并 加 上 约束 力 F,， 如 图 14. 14 
(c) 所 示 。 同 理 ， 将 F， 处 理 成 主动 为 .用 雇 位 移 原理 求 能 约束 反 力 F，。 

设 杆 AB 按 着 时 针 方向 转 过 微小 的 转角 80， 相 应 地 -万 二 的 虚 位 移 为 5rs，C 点 的 虚 位 
移 为 hre， og 6 ;由 于 AB 和 BC 村 网 为 则 性 村 ， 故 


NAC 
-Orp 到 60， Srs =1600, rhos30"— =Ore=érccos30" 


EO 列 出 虚 功 方程 
N SW=F,6rc— Poérpcos30"—QoOrecos30"=0 
将 C、D、 巨 的 虚 位 移 表达 式 代入 上 式 ， 可 得 


和 W 一 (已 一 和 oss0 一 Qeos 30° Jors =0 














2 
由 于 6rs 是 任意 的 ， 故 
已 一 和 cos30" 一 Qeos30" 一 0 
解 得 
F,=(Y3P+3Q)/4 

通过 以 上 几 个 例题 ， 可 总 结 出 应 用 虚 位 移 原理 求解 质点 系 平衡 问题 的 步骤 和 要 点 。 

(1) 正确 选取 研究 对 象 。 以 不 解除 约束 的 理想 约束 系统 为 研究 对 象 ， 系 统 至 少 有 一 
自由 度 。 若 系统 存在 非 理 想 约 束 ， 如 弹簧 力 、 摩 氛 力 等 ， 可 把 它们 计 入 主动 力 ， 则 系统 又 
是 理想 约束 系统 ， 可 选 为 研究 对 象 。 

车 要 求解 约束 反 力 ， 需 解除 相应 的 约束 ， 代 之 以 约束 反 力 ， 并 计 入 主动 力 。 应 逐步 解 
除 约 束 ， 每 一 次 研究 对 象 只 解除 一 个 约束 ， 将 一 个 约束 反 力 计 入 主动 力 ， 增加 一 个 自 
由 度 。 
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(2) 正确 进行 受 力 分 析 。 画 出 主动 力 的 受 力图 ， 包括 计 人 主动 力 的 弹簧 力 、 摩 擦 力 和 
待 求 的 约束 反 力 。 
(3) 正确 进行 虚 位 移 分 析 ， 确 定 虚 位 移 之 间 的 关系 。 计 算 系 统 的 虚 位 移 时 ， 若 各 质 
的 直角 坐标 能 用 系统 的 广义 坐标 表示 ， 进 行 变 分 运算 即 得 各 质点 的 虚 位 移 的 投影 ;对 
见 的 定常 约束 ， 实 位 移 属于 虚 位 移 之 列 ， 因 此 可 借助 于 运动 学 中 分 析 速 度 的 方法 来 求 各 点 

的 虚 位 移 之 间 的 关系 。 
(4) 应 用 虚 位 移 原理 建立 方程 。 
(5) 解 虚 功 方程 求 出 未 知 数 。 









































小 结 


虚 位 移 原理 建立 了 质点 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 ， 是 和 次 平 和 问题 的 最 一 般 原 
理 。 它 从 功 的 角度 来 研究 质点 i 系 的 平衡 问题 。 

在 某 瞬 时 ,质点 系 在 约束 允许 的 条 件 下 ， 和 人 所 假想 前 信 何 尖 限 小 位 移 称 为 虚 位 移 。 虚 
位 移 可 以 是 线 位 移 ， 也 可 以 是 角 位 移 。 虚 位 移 和 实 位 移 昌 孜 都 是 约束 所 容许 的 位 移 ， 但 二 
者 是 有 区 别 的 。 实 位 移 是 质点 系 实际 运动 所 发 生 的 位 移 ， 而 虚 位 移 仅仅 是 想象 中 质点 系 可 
能 发 生 的 位 移 。 实 位 移 无 所 谓 微 小 的 限制 ,> 而 虚 位 移 则 必须 是 微小 的 。 

力 在 虚 位 移 中 所 做 的 功 称 为 虚 功 。 _ 

A i 所 有 约 末 力 所 做 起 功 的 和 等 于 过 这 种 约束 称 为 理想 
约束 。 > 

对 于 具有 理 起 约束 的 质 直 未: 其 平衡 条 件 是 作 手 质 点 系 上 的 所 有 主动 力 在 任何 虚 位 
移 上 所 做 虚 功 的 和 等 于 零 : 其 一 般 表达 形式 为 了 8Wr 寺 0， 这 就 是 虚 位 移 原 理 














可 “是 
一 、 是 非 题 (正确 的 在 括号 内 打 “、\/”， 错 误 的 打 “ 义 ”) 
1. 因为 实 位 移 和 虚 位 移 都 是 约束 允许 的 无 限 小 位 移 ， 所 以 实 位 移 必定 总 是 诸多 虚 位 


移 中 的 一 个 ( 2 
2， 一 个 给 定 系统 的 自由 度数 是 确定 的 ， 但 广义 坐标 的 选择 是 不 确定 的 。 ( ) 
3. 虚 位 移 虽 与 时 间 无 关 , 但 与 主动 力 的 方向 一 致 。 ( ) 
二 、 填 空 题 


1. 如 图 14. 15 所 示 的 多 菱形 机 构 中 ， 萎 形 中 间 放 置 一 个 弹簧 
秤 ， 如 果 机 构 下 端的 重量 为 P， 不 计 杆 重 ， 则 弹簧 秤 显示 的 读数 
为 




















2. 一 平面 机 构 如 图 14. 16 所 示 。 已 知 在 杆 OA 上 的 C 点 作用 力 
P. 在 杆 AB 上 的 点 D 作用 力 @. 则 作用 在 滑 块 B 上 的 力 正 等 











Pp 











3. 试 确定 如 图 14. 17 所 示 系 统 的 自由 度数 。 图 14.17(a) 中 自 
图 14.15 题 二 (1) 图 由 度 为 。 ， 图 14.17Cb) 中 自由 度 为 
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4. 如 果 在 质点 系 的 虚 位 移 中 ， 所 有 约束 反 力 所 作 虚 功 的 代数 和 等 于 零 ， 则 称 这 种 约 
束 为 








B © 
4 
全 (b) 
图 14.16 题 二 (2) 图 14. 17 题 二 (3) 图 
三 、 选 择 题 
1. 几何 约束 限制 质点 系 中 各 质点 的 位 置 , 但 ( 六， 
A. 不 限制 各 质点 的 速度 B. 同时 也 限制 各 质点 的 速度 
2， 如 图 14. 18 所 示 的 四 连 杆 机 构 的 虚 位 移 有 四 种 画 法 ， 其 中 正确 的 是 ( ja 


,> arc 0 











(9 (由 
图 14.18 题 三 (2) 图 
3. 如 图 14. 19 所 示 系 统 中 ， 虚 位 移 8r* 是 的 ，6rs 
是 的 ，6rc 是 的 ，6re 是 的 。 将 不 正 
确 的 虚 位 移 改 正 ， 并 画 在 图 上 。 
A. 正确 B. 不 正确 C. 不 能 确定 





四 、 计 算 题 

1. 如 图 14. 20 所 示 的 均 质 杆 AB 长 25， 一 端 靠 在 光滑 的 铅 
直 墙 壁 上 ， 另 一 端 放 在 固定 光滑 面 上 。 欲 使 AB 杆 能 静止 在 图 
示 的 铅 直 平 面 内 , 问 P、Q 的 关系 是 怎样 的 ? 

2. 平面 结构 如 图 14. 21 所 示 。 其 中 ,AC=CF= ED 二 DF= 












































图 14.19 题 三 (3) 图 
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平方 向 的 约束 力 Fa 。 








图 14.20 题 四 (1) 图 图 14.21 题 四 (2) 图 


3. 平面 结构 如 图 14. 22 所 示 。 已 知 作用 在 CB 杆 上 的 力 忆 ; 求 汉 处 的 约束 力 。 
4. 如 图 14. 23 所 示 为 一 平面 机 构 。 其 中 BO 二 2CO, ,0 有 已 知 ， 各 杆 的 自重 不 计 。 求 
卫 与 @ 的 关系 。 \ 





图 14. 2 和 5 是 四 (3 图 、” 个 图 14.23 题 四 (4) 图 


.如 图 14. 24 fF 在 四 连 村 机 构 6 和 CP 固定 ) 的 匀 链 A 上 作用 一 力 已 =200N。 试 
求 使 机 构 在 给 定位 置 上 平衡 的 力 @ 的 值 。 
6. 在 图 14. 25 所 示 机 构 中 ， 当 曲柄 OC 绕 O 轴 摆 动 时 ， 滑 块 A 沿 曲柄 滑动 ， 从 而 带 
动 杆 AB 在 铅 直 导 档 KK 内 移动 。 已 知 OC=a， OK 二 1， 在 点 C 处 垂直 于 曲柄 作用 一 力 F,， 
而 在 点 卫 沿 BA 作 力 下 : 。 求 机 构 平 衡 时 FF 和 下 ,的 关系 。 







































































图 14. 24 题 四 (5) 图 图 14.25 题 四 (6) 图 














7. 组 合 梁 ACD 如 图 14. 26 所 示 。 其 中 a==0. 8m. M 二 5kN， m, P= 二 10kN。 求 固定 
端 A 处 的 约束 反 力 。 
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8. 在 图 14. 27 所 示 的 曲柄 连 杆 式 压榨 机 中 的 曲柄 OA 上 作用 一 力 偶 矩 M 一 500N“，m， 
车 OA=r 二 0. 1m,，BD 一 DC 一 ED 一 L 一 0. 3m。 机 构 在 水 平面 内 ,A 人 OAB=90",， DEC 
a 二 15"， 求 使 机 构 在 此 位 置 平 衡 所 需 力 P 的 大 小 。 














1 
=—8 | 
EL [可 
2a 24 a a 


图 14.26 题 四 (7) 图 图 14. 27 ; CE 


9. 在 图 14. 28 所 示 两 等 长 杆 AB 和 BC 在 点 B 用 金 链 连接 ， 有 在 杆 的 万 、 刁 两 点 连 一 
弹簧 。 弹 得 的 刚度 系数 为 &， 当 距离 AC 等 于 a 时 ， 弹 筑 内 拉力 为 零 ， 不 计 各 构件 自重 与 
各 处 摩擦 。 如 在 点 C 作用 一 水 平 力 F， 杆 系 处 于 平衡 求 距离 AC 的 值 。 

10. 图 14. 29 所 示 的 载荷 作用 如 下 : g= 二 2(KNXmY，P 二 4(kN)，Pi 二 12(kN)， 其 方 
向 与 水 平 线 成 60" 角 ，M==18(kN。m) 。 试 求 支 座 的 约束 反 力 。 











图 14.28 题 四 (9) 图 图 14.29 题 四 (10) 图 
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54 | 液压 与 液 力 传动 978-7-301-17579-8 周 长 城 等 34 |2011.11 
55 | 液 978-7-301-15647-6 。 | 刘 36 |2009.8 
56 | 金 978-7-301-21885-3 同 哲 30 |2014.1 
7 | 工 和 978-7-301-28272-4 姜 银 方 42 [2017.6 
58 | 机 978-7-301-28946-4 杨 明 金 45 |2017.12 
59 | 公差 与 978-7-301-15455-7 25 |20129 
60 | 互 换 性 与 测量 技术 基础 (第 3 版 ) 978-7-301-25770-8 35 |2015.6 
61 | 互 换 性 与 技术 测量 978-7-301-20848-9 周 哲 波 35 |2012.6 
62_ | 机械 制造 技术 基础 978-7-301-14474-9 张 上 鹏 ， 孙 有 亮 28 |2011.6 
63_| 机械 制造 技术 基础 978-7-301-16284-2 伐 书 林 张建国 32 |2012.8 
64 | 机械 制造 技术 基础 978-7-301-28420-9 郭 华 锋 49 [2017.6 
65 | 先 978-7-301-15499-1 30 |201L.11 
66 | 先 i 978-7-301-22283-6 朱 _ 林 ， 杨 春 杰 30 |2013.4 
67 | 先进 制造 技术 978-7-301-20914-1 刘 政 , 汉 赁 28 |2012.8 
68_ | 先进 制造 与 工程 仿真 技术 978-7-301-22541-7 习 35 |2013.5 
69 | 机械 精 度 设 计 与 测量 技术 978-7-301-13580-8 25 |2013.7 
70_| 机械 制造 了 978-7-301-13758-1 30 | 2008.8 
71 | 机械 制造 工 (第 2 版) 978-7-301-23726-7 起 45 [2014.1 
72 [机械 制造 了 978-7-301-19903-9 周 灯 波 姜 志明 49 [2012.1 
73 te (上) 一 工程 材料 及 热 加 工 工艺 基 | 078.7.301-18474-5 ”| 贷 呢 灯 ， 朱 海 40 |2013.2 
74 | 制造 之 用 主 中 任 30 [2013.13 
75_ | 机械 制造 基础 (下 ) 机械 加 工 工艺 基础 (第 2 版 ) | 978-7-301-1863SSI- | 伐 书 林 ， 朱 海 32 |2012.5 
76_| 人 金属 材料 及 工艺 于 文 强 44 |20132 
77 | 金属 工艺 学 伐 书 林 ， 于 文 强 32 |2012.8 
78 | 工程 材料 及 其 成 形 技术 基础 (第 2 版 ) 申 荣 华 58 |2016.1 
各 村 六 [及 世 成 形 千 术 本 大 证 
人 和 叶 与 习题 详解 | 97857-30[26300-6 。 | 申 荣 华 28 |20159 
80_| 机 械 工程 材料 及 成 形 基础 侯 俊英 ， 王 兴 源 30 |2012.5 
81 | 机 械 工 程 材料 (第 2 版 ) 区 晓 网 ， 招 玉 春 36 |2013.6 
82 | 机 械 工 程 材料 张 铁 军 36 [2012.5 
83_| 工程 材料 与 机 械 制 造 基础 苏 子 林 32 |20115 
84 [控制 工程 基础 978-7-301-12169-6 杨 振 中 ， 韩 致 信 29 |2007.8 
85 | 机械 制 造 装备 设计 宋 十 刚 , 黄 华 40 |2014.12 
86_ | 机 械 工程 控制 基础 韩 致 信 25 |2008.1 
87 | 机 电工 程 专业 英语 (第 2 版 ) 978-7-301316518-8 朱 _ 林 24_|2013.7 
88_| 机 械 制 造 专业 英语 王 中 任 28_|2014.12 
89_| 机 械 工程 专业 英语 余兴 波 ， 莱 ” 波 等 30 |2013.9 
90 | 机床 电气 控制 技术 | 978-7-5038-4433-7 | 张 万 车 26 [2007.9 
91 | 机 床 数控 技术 (第 2 版 ) 村 国 臣 ， 主 士 军 35 [2014.1 
92 | 自动 化 制造 系统 学 宗 生 E 37 |2014.1 
93_ | 数控 机 床 与 编程 25 |2012.10 
94 棕 铣 床 编程 与 操作 5 |2012.10 
95 技术 978-7-301-21144-1 28 |20129 
96 | 数控 技术 978-7-301-22073-3 45 |2014.1 
97 | 数控 技术 ( 双 诸 教学 978-7-301-27920-5 36 |20173 
98 支 本 与 编程 978-7-301-26028-9 得 广 振 _ 卢 建 湘 36 |2015.8 
99 | 数控 技术 及 应 用 978-7-301-23262-0 刘 军 49 |2013.10 
100 | 数控 加 工 技术 978-7-5038-4450-7 王 虎 ,， 张 兰 29 |20117 
101 | 数控 加 工 与 编程 技术 978-7-301-18475-2 李 体 人 34 |2012.5 
102 | 数控 编程 与 加 工 实习 教程 978-7-301-17387-9 | 张 春 雨 ， 于 “ 备 37 |20119 
103 | 数控 加 工 技术 及 978-7-301-19508-6 | 委 永 成 ， 夏 广 岗 33 |20119 
104 | 数控 编程 与 操作 978-7-301-2090: 李 英 平 26 |20128 
105 技术 及 其 应 用 978-7-301-27034-9 贾 伟 杰 46 |2016.4 
106 | 数控 原理 及 控制 系统 978-7-301-28834-4 | 周 庆 贵 ， 陈 书法 36 |20179 
107 | 现代 数控 机 床 调试 及 维护 978-7-301-18033-4 邓 三 鹏 等 32 |2010.11 
108 | 金属 切削 原理 与 刀具 978-7-5038-4447-7 | 陈 锡 渠 ， 彭 晓 南 29 |20125 
109 | 金属 切削 机 床 (第 2 版 ) 978-7-301-25202-4 夏 广 岚 ， 姜 永 成 42 |2015.1 
110 | 典型 零件 工艺 设计 978-7-301-21013-0 | 白 海 清 34 |20128 
111 | 模具 设计 与 制造 (第 2 版 ) 978-7-301-24801-0 | 田光 辉 ， 林 红旗 56 |2016.1 
112 | 工程 机 械 检 测 与 维修 978-7-301-21185-4 卢 闫 群 45 |20129 
113 | 工程 机 械 电气 与 电子 控制 978-7-301-26868-1 钱 宏 琦 54 |20163 
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114 | 工程 机 械 设计 978-7-301-27334-0 陈 海 虹 ， 唐 绪 文 49 |2016.8 
115 | 特种 加 工 (第 2 版) 978-7-301-27285-5 刘 志 东 54 |20173 
116 | 精密 与 特种 加 工 技术 978-7-301-12167-2 袁 根 福 ， 祝 锡 唱 29 |2011.12 
117 | 逆向 建 模 技术 与 产品 创新 设计 978-7-301-15670-4 张 28 |2013.1 
118 |CADICAM 技术 甘 础 978-7-301-17742-6 刘 28 |2012.5 
119 | CAD/CAM 技术 案例 教程 978-7-301-17732-7 | 汤 修 映 42 |20109 
120 |Pro/ENGINEER Wildfire 2 978-7-5038-4437-X | 黄 卫 东 ， 任 国 栋 32 |2007.7 
121 |Pro/ENGINEER Wildfire 3.0 978-7-301-12359-1 张 选民 45 |2008.2 
122 | Pro/ENGINEER Wildfire 3.0 曲面 设计 实例 教程 978-7-301-13182-4 张 选 民 45 |2008.2 
123 [Pro/ENGINEER Wildfire 5.0 实用 教程 978-7-301-16841-7 黄 卫 东 ， 郝 用 兴 43 |2014.1 
124 | Pro/ENGINEER Wildfire 5.0 实例 教程 978-7-301-20133-6 张 选民 ， 徐 超 辉 52_|2012.2 
125 | SolidWorks 三 维 建 模 及 实例 教程 978-7-301-15149-5 林 建 30 |2012.8 
126 | SolidWorks 2016 基础 教程 与 上 机 指导 978-7-301-28291-1 华 54 |2018.1 
| 的 全 机 基 和 978-7-301-26029-6 ， 吕 小 荣 36 |2015.8 
(第 2 版 ) 
CATIA 实例 应 用 教程 978-7-301-23037-4 45 |2013.8 
Cimatron E9.0 产品 设计 与 数控 自动 编程 技术 36 |20109 
Mastercam 数控 加 工 案例 教程 978-7-301-19315-0 45 |20118 
应 用 创造 978-7-301-17533-0 26 |2012.5 
机 电 产品 。 24 |20154 
品质 工程 学 基础 本 30 |20115 
设计 心理 301-11567-1 张 成 48 |20116 
计算 机 畏 助 设计 与 制造 仲 梁 维 ， 张 国 全 29 |20079 
=* 品 造型 计算 机 辅助 设计 张 慧 妹 ， 刘 永 翔 27 |2006.8 
设计 原理 刘 美 华 30 |20082 
产品 设计 表现 技法 42 |2012.5 
CorelDRAW X5 经 典 案例 教程 解析 40 |2013.1 
产品 创意 设计 诬 世 鸣 38 |20125 
工业 产品 造型 设计 袁 涛 39 [20111 
化 工 工艺 学 邓 建 强 42 |2013.7 
构成 设计 囊 涛 58 [2013.1 
设计 色彩 978-7-301-24246:9。 | 妆 晓 微 52 |2014.6 
过 程 装备 机 械 基础 (第 2 /网 于 新 38 [2013.7 
过 程 装备 测试 技术 高 45 |2010.6 
过 各 控制 装 置 及 系统 设计 张 早 校 30 |2010.8 
最 管理 与 工程 陈 宝 34 |2009.8 
理 统计 技术 周 友 站 30 |2010.1 
人 因 工程 马 如 宏 39 [2011.8 
论 在 工程 技术 中 的 应 用 32 |2010.6 
第 2 版 ) bE 30 |2014.1 
测试 技术 实验 教程 22 |2008.8 
测控 系统 原理 设计 978-7-301-24399-2 39 |2014.7 
测试 技术 学 习 指 导 与 习题 详解 978-7-301-14457-2 34 |2009.3 
可 编程 控制 器 原理 与 应 用 (第 2 版 ) 978-7-301-16922-3 周 新 建 33_|201111 
工程 光学 (第 2 版) 978-7-301-28978-5 王 红 敏 41 |2018.1 
精密 机 械 设计 978-7-301-16947-6 冯 进 良 等 38 |2011.9 
原理 及 应 用 978-7-301-16503-4 35 |2014.1 
支 术 与 仪器 专业 导论 (第 2 版 ) 978-7-301-24223-0 36 |2014.6 
技术 978-7-301-19316-7 jl 王 燕 43 |2011.8 
风力 发 电 原 理 978-7-301-19631-1 吴 双 群 ， 赵 丹 平 33 |2011.10 
风力 机 空气 动力 学 978-7-301-19555-0 吴 双 群 32 |2011.10 
风力 机 设计 理论 及 方法 978-7-301-20006-3 | 赵 丹 平 32 |2012.1 
计算 机 辅助 工程 978-7-301-22977-4 许 承 东 38_|2013.8 
现代 船舶 建造 技术 978-7-301-23703-8 初 冠 南 ， 孙 清洁 33 |2014.1 
机 床 数 控 技术 (第 3 版 ) 978-7-301-24452-4 杜 国 臣 43 |2016.8 
工业 设计 概论 (双语 ) 978-7-301-27933-5 | 实 金 花 35 |20173 
产品 创新 设计 与 制造 教程 978-7-301-27921-2 赵 波 31 |20173 








第 六 事业 部 门户 网 (www.pup6.com) 填 表 申 请 ， 并 欢迎 丰 
发 到 我 们 的 邮箱 ， 我 们 将 及 时 与 您 取得 联系 并 做 好 全 方位 的 服务 。 
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